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Το βιθλίο µου αυτό αφιερώνω 
στην Κατερίνα 

και στα παιδιά μου 

Αρτεμις και Θάνο 


ΠΡΟΛΟΓΟΣ 


Στις επόμενες σελίδες 9α προσπαθήσουμε να ρίξουμε λίγο φως σε 
στοιχειώδεις έννοιες από διαφορετικούς κλάδους των μαθηματικών. 

Αυτός ο κοινότυπος στόχος όµως Θα επιτευχθεί µέσα από µια τιο- 
ρεία εζέτασης και διερεύνησης αντίθετων, αντίστροφων εννοιών, α- 
ντιπαραδειγµάτων, αρνήσεων Και γενικά μεθόδων κατά κανόνα "μη 
ενδεδειγμένων” ὡς βασικών για την κατανόηση και εκμάθηση µαθη- 
ματικών εννοιών. 

Στη βιθλιογραφία συνήθως οι παραπάνω τρόποι χρησιμοποιούνται 
ὡς δευτερεύοντες και βοηθητικοί ἡ συμπληρωματικοί για την αποσα- 
φήνηση της “καταφατικής” φύσης των ορισμών και των προτάσεων. 

Αυτή η κατάφαση εἶναι που πολλές φορές µπερδεύει και δίνει την 
εντύτιωση πως έχουµε καταλάθει τλήρως µια έννοια, η οποία ορίζεται 
πάντα ὡς εξής: 

Δίνεται λεπτομερώς η εξήγηση για το "τι είναι ἑνα αντικείμενο”, για 
το “πότε συμµθαίνει ένα γεγονός”. Δε µας λένε όµως “πότε δεν είναι”, 
«πότε δεν ισχύει κάτι” ἡ ποιά είναι η αιτία που δεν ισχύει. 

Ἡ δυσκολία καταννόησης απορρέει απὀ το γεγονός πως όταν αλ- 
λαξουµε - έστω και στο ελάχιστο πολλές φορές - τα δεδοµένα µιας 
υπόθεσης, τότε το συμπέρασμα είναι τελείως διαφορετικό ατιό ότι 
προηγουμένως. ἩΗ ισορροπία υπόθεσης - συμπεράσμµατος είναι πολύ 
ἑύθραυστη”. Και ενίοτε µας διαφεύγει κάτι από την υπόθεση, λόγω 
απροσεξίας ή επειδή φαντάζει ασήμαντο. 

Κάπως έτσι κατασκευάστηκαν πολλοί από τους ισχυρισμούς, προ- 
βλήματα, ερωτήματα του βιθλίου. Αφαιρώντας δεδοµένα από γνωστά 
θεωρήματα, αντιστρέφοντας προτάσεις για τις οποίες δεν ισχύει η ᾱ- 


ντιστροφή, δημιουργήθηκαν εσφαλμµένοι ισχυρισμοί που εκ πρώτης 
όψης φαίνονται συνήθως ορθοί, εκτός και αν υπάρχει βαθιά γνώση 
Θεωρίας. Ο έλεγχος ὡς προς την ορθότητά τους ή µη. είναι το σῶ- 
στό μονοπάτι για τη μάθηση και εµμπέδωση δύσκολων μαθηματικών 
εννοιών. 

Δύσθατο, αλλά µε τη σωστή καθοδήγηση του δασκάλου και τα 
κατάλληλα παραδείγµατα-αντιπαραδείγματα, φτάτουμµε τουλάχιστον 
κοντά στο στόχο: Να μάθουμε όχι μόνο εφαρµογή Και Κανόνες των 
μαθηματικών αλλά και πως να παράγουµε γνώση, να ανακαλύπτου- 
µε από τη γνώση που κατέχουµε, να μάθουμε πως να μαθαίνουμε. 
Την ουσία δηλαδή των μαθηματικών, αυτό που και το όνομά τους 
σηµαίνει. 

Μαθαίνω σηµαίνει αλλάζω γνωστικές δοµές στο μυαλό µου, πάω 
πέρα από τις πολύ γνωστές ιδέες και ενάντια σε λαθεµένες αρχικές 
έννοιες. Κατά τον «/1.Ρἰαρεί, ο θεμελιακός ρόλος των δασκάλων, είναι 
να παρέχει μερικά αντιπαραδείγµατα σε λαθεµένα συμπεράσματα, 
και µε αυτό τον τρόπο να δημιουργεί νέες γνωστικές συγκρούσεις. 

Πολλές φορές, η λαθεµένη γνώση είναι τόσο ισχυρή, ώστε να ᾱ- 
ποκλείεται Κάθε αμφιθολία. Έτσι λειτουργεί ανασχετικἀ, εμποδίζει 
τη γνωστική πρόοδο και εναντιώνεται σε κάθε νέα ιδέα. Έχουμε το 
λεγόμενο Ἐπιστημολογικό εμπόδιο”. 

Ἡ υπέρθαση αυτού του εμποδίου στο δρόµο προς τη μάθηση, 9α 
επιτευχθεί µε την εγκατάλείψη, την απόρριψη, την άρνηση της παλι- 
άς, λαθεµένης γνώσης, µέσα από κατάλληλα μαθηματικά προθλήµα- 
τα που οδηγούν σε αντιφάσεις Και γνωστικές συγκρούσεις. Έτσι, τονα 
μπορείς να εκφράσεις την άρνηση µιας πρότασης και την αντἰστροφή 
της, να αποδεικνύεις το αντίθετο, να έχεις την ικανότητα εύρεσης αντι- 
παραδείγματος, να καταννοείς έννοιες λογικής και μεθόδους απόδει- 
ζης, όπως: για κάθε, διάζευξη, ισοδυναμία προτάσεων, αντιθετοα- 
ντιστροφἠ πρότασης, επαγωγή. απαγωγἠ σε άτοπο, είναι απαραίτητα 
εφόδια, τα οποία το παρόν βιθλίο Φφιλοδοξει να συλλέξει µέσα από τη 
μεγάλη και εκτενή βιθλιογραφία, ὀπου βρίσκονται σκόρπια, - εκτός 
ελάχιστών, ξενόγλωσσων κυρίως περιπτώσεων - και να τα ταξινομήσει 
µε ένα τρόπο που πιστεύω 9α βοηθήσει τον αναγνώστη. 


Πολλά απὀ τα αντιπαραδείγµατα βρίσκονται σε περισσότερα του 
ενός συγγράµµατα, αγνοώντας έτσι την αρχική πηγἠ. Άλλα έχουν τια- 
ραχθεί µετά από προσωπικό κόπο σαν απάντηση σε ερωτήματα µαθη- 
τὼν ἡ τυχαία µέσα απο αντίστροφη σκέψη: παρατηρώντας πρώτα τις 
ιδιότητές τους και αντιστοιχίζοντάς τα µετά µε αντίστροφες προτάσεις 
που δεν ισχύουν. 

Όλα όµως έλκουν την προσοχή µας γιατί κλονίζουν και ἕμπα- 
ἰζουν” τη σκέψη µας. 
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ΘΕΟΡΙΑ 


Κεφάλαιο 1 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


1.1 Διάζευξη - Σύζευξη 


Εκτός από τα σύµθολα των στοιχειωδών πράξεων -Ε, --, /,Σ, των πράξε- 
ὧν της σύνθεσης και αντιστροφής συναρτήσεων, εἶναι πολύ σηµαντικό 
κάποιος να γνωρίζει τη σωστή χρήση της συνεπαγωγἠς 55”, της 1σο- 
δυναμµίας “«»”, του διάφορου “ῄ”, της σύζευξης “και µε το σύμθολο 
"λῦμτης διάξευξης (ή αλλιώς εγκλειστικής διάζευξης) “η” µε το σύμθο- 
λο “ν” καιτης αποκλειστικής διάξευξης Ἡ µόνο... ἠ µόνο...” µετο 
σύμθολο "ν”. 


Παράδειγμα 1.1. Η παρακάτω συνεπαγωγή 5” 
Ανα:βΞΟΞαΞΟἠβΞΟ 


σηµαίνει ότι: 

Αν το γινόμενο α: βισούται µε μηδέντόεαξοθοΜήβξοἡήία- 
0 και β Ξ Ο). Αν χρησιμοποιήσουμε την αποκλειστική διάξευξη “ή 
µόνο α Ξ 0 ἡ µόνο β Ξ 0” 9α εἶναι λάθος γιατί το γινόμενο α : β 
μπορεί να ισούται µε μηδέν και να έχουµεκαια Ξ 0ΟκαιβΞ 0. 
Άρα εδώ το σωστό είναι να χρησιμοποιήσουμε την διάζευξη ή αλλιώς 
εγκλειστική διάζευξη “ἠ"που σηµαίνει: αρκεί ένα τουλάχιστον από τα 
δύο να ισούται µε μηδέν, δηλαδή αξ 0ἠ βξΟἠ{ίαξθκαιβζοθ0]. 


ν] 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΙ. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


Θα ήταν λάθος να χρησιμοποιήσουμε µόνο τη σύζευξη «κατ, δηλαδή 
Ανα.βΞ0Ξ5 αξθοπκαιβξο 


διότι είναι πλεονασμός ο οποίος δε συνεπάγεται από την υπόθεση 
αφού αρκεί και ένα µόνο από τα δύο να ισούται µε μηδέν. 

Ισχύει όµως καιτο αντίστροφο. Αρκεί ένα τουλάχιστον απότα α, β να 
είναι μηδέν, ώστε το γινόμενο α. Ανα εἶναι μηδέν. 


Αναξθοήἠήβξθθσα:βΞο0 
Άρα ισχύει η ισοδυναμία 
Ανα:βΞ0ΟΦαξοΔήβξο 


Παρατήρηση 1.2. Το γιυόµευο α: β ισούται µε μηδέν όταν ένας µόνο 
απὀ τους δύο παράγοντες ή και οι δύο εἶναι µηδέυ, δηΠαδή ισχύει ὁτι 


Αυναξοήβξθθσα:.βξο 
αββά ισχύειτο ίδιο αποτέβεσμα ὀτανυ και οι δύο παράγοντες είναι µηδέυ 
Αναξθοκαιβξθ0ςθα.βΞξο0 


Τίθεται τώρα το ερὠτημα: 

Ποια απὀ τις δύο προτάσεις θα ἐπρεπε να επιλέξουμε σαυ ὁρισμό’ 
για το μηδενικό γινόμενο; 

Η σωστή απἀντηση είναιη πρὠτη πρὀταση, γιατί αυτὀ που απαιτούµε 
στη δεύτερη, δηΠαδή υνα είναι το α και το β µηδέυ, εἶναι υπεραρκετὀ 
για να ισχύει το συµπἑρασµα. Όμως το µηδευικόὀ γιυόµευο. μπορεί να 
προκύψει και µε Λιγότερες προὔὐποδέσεις, δηῃαδή το ἑνα τουΏἀχιστου 
απὀ τα δύο να εἶναι µηδέυ αρκεί. 

Επίσης, ἑνα χρήσιμο κριτήριο για κάνουμε τη σωστή επιλογή της 
πρότασης, εἶναι να διαβέξουμε αυτή για τηυ οποία ισχύει και το α- 
υτίσιροφο. που στην προκειμένη περίπτωση είναι µόνο τ πρὠτη. 

Γενικότερα, στα µαδηµατικά σε κάδε πρόταση, η υπόδεση περιέχει 
τις εΏάχιστες προὐποδέσεις ώστε να ισχύει το συμπέρασμα 
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1.9. ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗ - ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑ 


Παράδειγμα 1.8. Ας δούµε τώρα τι γίνεται όταν στο προηγούμενο 
παράδειγµα αντί για "-' έχουµε “3”. 
Έχουμε 

Ανα. βφ0οΞδαπθ0καιβ-θο 


αλλά και το αντίστροφο 
ΑναπΟκαιβίοθοθσα:β-ο 
δηλαδή ισχύει η ισοδυναμία 
Ανα .βΠπΟ«Φασθ0καιβίο 


Δεν ισχύει όµως σεκαµµία περίπτωση, οὗτετο ευθύ, οὗύτετο αντίστρο- 
φο, αν στη θέση του “και” βάλουμε το “ή”, γιατί αν ένα τουλάχιστον 
απότα δύο εἶναι μηδέν τότε καιτο γινόμενο είναι μηδέν. Αναγκαστικά 
και τα δύο πρέπει να είναι διάφορα του μηδενός. 

Γενικά, όταν αλλάζουμε το ἝἜ µε το “ και αντίστροφα, 
αλλάζουμε και τη διάζευξη Ἡ µετη σύζευξη 'και᾽. Τα σύµθολα 
Ξ' και "7 είναι αντίθετα και η άρνηση του ενός είναι το άλλο. 
Το ίδιο επίσης ισχύει Και για τα σύμθολα της διάζευξης “ή και 
της σύζευξης "και. 


Ας δούµε και το επόμενο παράδειγµα. 
Παράδειγμα 1.4. Ισχύει 
α -βΞ05αξθκαιβξο 


και επίσης 
α «β/0Φθαδθήβ-ο 


1.2 Συνεπαγωγή - Ισοδυναμία 


Γράφουµε 
Ρο 


και διαθάζουµε: 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΙ. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


Ἡ πρόταση Ρ συνεπάγεται την πρόταση ϱ. 


ἠ 
Αν ισχύει η πρόταση Ρ τότε ισχύει και η πρόταση ϱ. 


Αυτό σημαίνει ότι η ισχύς της πρότασης Ρ είναι ικανή να παράγει την 
ισχύ της πρότασης ϱ. Δεν εἶναι αναγκαία όµως για την ισχύ της ϱ. 
Δηλαδή δεν ισχύει το αντίστροφο, που σηµαίνει ότι μπορεί να ισχύει 
η πρόταση ϐ χωρίς απαραίτητα να ισχύει η πρόταση Ρ. 

Λέμε επίσης ότι η ισχύς της πρότασης ϱ εἶναι αναγκαία για να ισχύει 
η πρόταση Ρ. Δεν είναι όµως ικανή να παράγει την ισχύ της Ρ. 

Αν ισχύει και η συνεπαγωγή 


55 Ρ 


τότε η 9 Όα είναι αναγκαία Και ικανή ὡστε να ισχύει η Ρ, δηλαδή Θα 
έχουµε ισοδυναμία. 
Γράφουµε 
ΡΟ 


και διαθάζουµε: 
Ἡ πρόταση Ρ είναι ισοδύναμη µε την πρόταση ϱ. 


Πολλές φορές όµως 9α συναντήσουμε και άλλες εκφράσεις ποὺ 
είναι ισοδύναμες ότιως: 


» Οι προτάσεις Ρ και ϱ είναι ισοδύναμες. 

» Η ισχύς της Ρ συνεπάγεται την ισχύ της ϐ και αντίστροφα. 
» Ἡ Ρ είναι αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε να ισχύει η ϱ. 
» Για να ισχύει η Ρ πρέπει και αρκεί να ισχύει η ϱ. 

» Η πρόταση Ρ ισχύει αν και μόνο αν ισχύει η πρόταση ϱ. 


» Η πρόταση Ρ ισχύει τότε και μόνο τότε αν ισχύει η πρόταση ϱ. 


1.9. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟΔΥΝΑΜΠΙΑΣ 


» Η πρόταση Ρ ισχύει ανν ισχύει η πρόταση (ϱ. (το ανν µε δύο ν) 


Πολλές φορές δουλεύουμε µε την ισοδυναμία για να αποδείξουμε 
την ισχύ µιας πρότασης. Αυτό γίνεται συνήθως ξεκινώντας από την 
ίδια την πρόταση (συμπέρασμα) που θέλουμε να αποδείξουμε, π.χ. 
µια ισότητα, και κάνοντας πράξεις, µε διαδοχικές ισοδυναµίες, κατα- 
λήγουμε σε ένα συμπέρασμα που ισχύει και άρα ισχύει και η αρχική 
πρόταση. 


Παράδειγμα 1.5. Έστω ότι θέλουμε να δείξουµε την ανισότητα 


α-β2 9 ψαβ για κάθε αβ»δο 
θέτουµεαςξ κ» Ἄθκαιβξι” ᾷθ0μεχκχ,υ εξ καιισοδύναµα έχουµε 
χ- ευ Σο γχὸλι 9 
αν υ 2 2]χυ) 3 
κ” 2 μΙ ευ 209 
(α) |)” 20 


που εἶναι προφανές ότι ισχύει. 


1.3 Διατήρηση ισοδυναμίας 


Κατά την αποδεικτικἠ διαδικασία, αν σε ένα βήμα δεν ισχύει και η α- 
ντίστροφη πορεία, τότε δεν ισχύει και η ισοδυναμία, οπότε η απόδειξη 
δε Όα είναι σωστή. Έτσι πολλές φορές, καταλήγουμε σε λάθος συµπε- 
ράσµατα, σε λογικές πλάνες, σε παράδοξα. 

Σε ποιές όµως περιπτώσεις ΔΕ διατηρείται η ισοδυναμία; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Η ισοδυναμία ΔΕ διατηρείται όταν: 





αῬλέτιε σχετικά και την παρατήρηση 1.9 στη σελ. 12. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΙ. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


. Προσθέτουμε, αφαιρούμε, πολλαπλασιάζουµε ἡ διαιρούµε δύο 
ισότητες κατά µέλη. 


. Προσθέτουμε δύο ανισότητες κατά µέλη. 


. Ὑψώνουμε στο τετράγωνο, Και γενικότερα σε άρτιο εκθέτη, τα 
δύο µέλη µιας ισότητας. 

Το αντίστροφο, και άρα η ισοδυναμία, ισχύει αν ο εκθέτης ε- 
ίναι περιττιός ή αν έχουμε εξασφαλίσει ότι τα δύο µέλη είναι 
οµόσημα. 

» Παραγωγίζουµε µια ισότητα. 


Αν Γ 6 συναρτήσεις συνεχείς στο διάστηµα Δ και παραγωγίσιµες 
σε κάθε εσωτερικό σηµείο του Δ τότε ισχύει ότι αν 


ία) Ξ οσα) 5 Ε() Ξξα(« γιακάθεχεδΔ 


αλλά το αντίστροφο ΔΕΝ ισχύει. 


Αυτό που ισχύει είναι το εξής: 
Τα) ξο(α) 5 Γκ) Ξξ οίκ) ΚογιακάθεχεδΔ 


όπου ο ΕΚ µια σταθερά. 


Το αντίστροφο, και άρα η ισοδυναμία, Θα ίσχυε αν «Ξ Ο. Αυτό 
συμθαίΐνει στην περίπτωση που υπάρχει α Ε Δτέτοιο ώστε [(α) Ξ 
ο(α). 


. Ὁλοκληρώνουμε µια ισότητα. 
Αν Γ.6 συναρτήσεις συνεχείς στο διάστηµα [α. Β] τότε ισχύει ότι 
αν 


Ῥ Ῥ 
/() Ξοία)για κάθεκχ ε[α. Ρ]) 39» | Γ(α)ακ Ξ- ή ο(α)ακ 


αλλά το αντίστροφο ΔΕΝ ισχύει. 


1.9. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟΔΥΝΑΜΠΙΑΣ 


Παράδειγμα 1.6. Έστω το παρακάτω σύστηµα των δύο εξισώσεων µε 


Χυεκ 
ο... 
ΧΞ1 


προσθέτουμε κατα µέλη και έχουµε 
2χτ]Ι-υ 


οπότε για κἀθετιμή του χ έχουµε αντίστοιχα και µια τιμή του μη. Άπει- 
ραζεύγη(ε 0) Ξία.2α1)μµεαεκξ. Όμως απόὀ το αρχικό σύστηµα 
είναι δεκτό μόνο ένα ζεύγος. το (κ. :)) Ξξ (1. 3). Βλέπουμε δηλαδή ότι 
δεν είναι δυνατό να επιστρέψουµε στο αρχικό σύστηµα έχοντας μόνο 
την τελική ισότητα. Δεν ισχύει η αντιστροφή µετά την πρόσθεση των 
δύο σχέσεων, οπότε αν τυχόν δουλεύουμε µε ισοδυναµίες, αυτό το 
βήμα δεν πρέπει να το κάνουμε. 


Παράδειγμα 1.7. Ζητείται να λυθει η εξίσωση Υχ Γ3ξκ-τ]1 στοκ. 
ΛΥΣΗ: 
Απαιτούμε η υπόριζα ποσότητα να εἶναι θετικἠ ἡ ίση µε το μηδέν, 
έτσι ώστε η ρίζα να έχει έννοια πραγματικού αριθμού. 


ΧΓΟΖΟΦΧ2-535 


Ἠργαζόμενοι τώρα στο σύνολο [--3, Γ-οο] υψώνουμµε τα δύο µέλη της 
ισότητας στο τετράγωνο για να απαλλαγούμε από την τετραγωνική 
ρίζα. 
2 
(νκ 8) Ξ(κ- 1)” 5 
χι:θςκχ «δχ 1 95 
Χὶ Εκ-2-095δ 
ΧΞ]2-θδήκ--232-5 

απότις οποίες όµως µε δοκιμή στην αρχική εξίσωση, δεκτή είναι μόνο 
ΏΧΞ 1, γιατίγια χ- --2 έχουµε γΥ] ----Ι που είναι αδύνατο. 


ἙῬλέπουμε έτσι, πως ο περιορισμός χ32 -ᾱ που λάθαµε, δεν ήταν 
ικανός ώστε να απορρίψουµε τη δεύτερη λύση και να αποφύγουμε 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΙ. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


έτσι τις δοκιµές, οι οποίες ίσως είναι και αρκετά επίπονες - ευτυχώς 
εδώ όχι. 

Αυτό συνέθη γιατί όταν υψώνουμε στο τετράγωνοτα δύο µέλη µιας 
ισότητας, δεν ισχύει η ισοδυναμία αν καιτα δύο µέλη δεν είναι οµόση- 
μα. Είναι απαραίτητο πριν το κάνουμε, να πάρουμε περιορισμούς 
ὡστε τα δύο μέλη να είναι ομόσημα. Έτσι η τοµή όλων τῶν περιορι- 
σμών είναι το σύνολο στο οποίο πρέπει να ανήκουν οι λύσεις που Θα 
βρούμε. 

Ἆρα αφού στο 1ο μέλος υπάρχει ριζικό 


ΎΧΓ920Ογιακάθεχ2 -ᾱ 
9α έπρεπε να είχαμε επιπλέον και 
ΧΓ]209Χ2-1 


οπότε η τοµή τους είναι το σύνολο [--1, οο]. Έτσι μπορούμε αμέσως 
να µη κάνουμε δεκτή τη δεύτερη λύση κΞ -2 αφού δεν ανήκει σε 
αυτό. 

Όταν υιμώνουμε στο τετράγωνο ή γενικά σε άρτιο εκθέτη 
τα µέλη µιας εξίσωσης, το πλήθος των λύσεων που θα βρούμε 
ίσως είναι μεγαλύτερο από το πραγµατικό. 


Παράδειγμα 1.8. Ας προσπαθήσουμε να βρούμε το σύνολο τιμών 


της συνάρτησης 
τί) - κ -Όχμεκε[ο,δ] 


Ἡ συνάρτηση {, αφού είναι παραθολή µε α Ξ 1 Σ 0, παρουσιάζει 


ολικό ελάχιστο στο χ Ξ ---- Ξ 1 το οποίο ανήκει στο διάστηµα [0, 9] 


ᾳα 
ότιου ορίζεται το Χ, οπότε έχει Σ.Τ. το 


μΓα).πιαχί{(0),Γ9)]] -- [1,81 


Μτιορούµε όµως να εργαστούμε και µε συνθετικό τρόπο, “χτίζοντας” 
από το πεδίο ορισμού τον τύπο της συνάρτησης: 


Ο«κκ«θδδοςκζςο 
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1.9. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟΔΥΝΑΜΠΙΑΣ 


και 
Οςχκςὸδσρ-θς-2χς«ο 


και προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε 
0-θςκχ- 2χ«9-0 


«θςχ- 2χ«ς9 
-θ«εκ(ὸς9ο 


ΛΑΘΟΣ! 

Βρήκαμε για Σ.Τ. ἑνα μεγαλύτερο διάστηµα, το [--6, 9]. γιατί όταν 
προσθέτουμε κατά µέλη δεν ισχύει η ισοδυναμία. Δεν εξασφαλίσαµε 
έτσι ότι μπορούμε να επιστρέψουµε στο πεδίο ορισμού [0,25] από 
όπου ξεκινήσαμε. Δεν εξασφαλίσαµε την αντιστοιχία μεταξύ των δύο 
συνόλων. Επιλύοντας την ανίσώση 


θεος 


έχουμε 
«θκκ -οχς9- 
-δκχ- 2χΕ]Ις 103 
-δκ(κ- 1) «10Ο 
χ--1]« νιο-” 
χε[- ΝΙ06-1, ΝΙ0 3-1] [0,3] 


βλέπουμε ότι δεν καταλήγουμε στο πεδίο ορισμού της Γ. 
Ας ξαναπροσπαθήσουµε να βρούµετο Σ.Τ. εργαζόµενοι διαφορετικά: 


{Φοῦςκ -οχεΙ -Ἱ-(κ-τ)-ι 


και έχουµε 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΙ. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


Πάλι ΛΑΘΟΣ! 

Γιατί δεν επιτρέπεται να υψώνουμε στο τετράγωνο µη οµόσηµα µέλη 
ανίσὠώσης. Το σωστό 9α ήταν να σπάσουµε την ανίσωση σε δύο άλλες 
µε οµόσημα µέλη: 


-1ςκκ-]ςκθοθος(α- 1) ςι1 


οπότε 
οκ(ς- 1.) «4 3 


-Ι1ς(κ-1) -ιἶςδ 
-1ς Γ(α)ς 8 


το οποίο είναι και το αληθές. 


Προσέχουμµε πάντα να διατηρείται η ισοδυναμία γιατί ίσως 
καταλήξουμε σε υπερσύνολο του συνόλου των πραγματικών 
λύσεων. 


Παρατήρηση 1.9. Ειδικά, στην περίπτωση που έχουμε αυισότητες της 
ίδιας φοράς, ΔΕΝ επιτρέπεται να τις αφαϊιρέσουµε, να τις ποββαπβασι- 
ἁάσουµε. να τις διαιρέσουµε, να τις υψώσουµε στο τειρἀγωνο και γευι- 
κότερα σε ἁρτιο εκθδέτη, νατις παραγωγίσουµε ή νατις οβοκβηρώσουμε 
κατά µέβη, διότι ΔΕ διατηρείται κατἀνάγκη η φορἀ της αυίσωσης.  Δη- 
Παδή δευ ισχύει όχι µόνο η ισοδυναμία. αΏᾖΏά ούτε καυ η συυεπαγωγή. 

Επιτρέπεται να υψώσουμµε σε ἀρτιο εκδέτη τα µέβη µιας αυίσωσης, 
µόνο αυ και τα δύο µέβη εἶναι οµόσημα. ΔηΠαδή αυ α. Ὁ Σ» 0 τὀτε 
α "εν απ πευωαναυκαοσὐεας εαυτο δη, 





ΆΓια τη διαφόριση Και ολοκλήρωση ανισώσεων, βλέπε το παράδειγµα 9.45 στη 
σελ. 15/ καιτο παράδειγµα 10.42 στη σελ. 188. 
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1.9. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟΔΥΝΑΜΠΙΑΣ 


όπου π φυσικός αριθµός, χωρίς όµως να ισχύει το αυτίσιροφο. Όμοια, 
επιτρέπεται να ποῃΠαπβασιάσουμµε κατά µέλη δύο αυισώσεις, µόνο αυ 
όβα τα µέβη είναι οµμόσημα. Δηβαδή αυνα,β.οά,»θκαια«θ.οες«αᾶ 
τότε ας « ρα ευώ αυ α. Ρ.ς, ἆ « 0 τὀτε ας Σ ρα. χωρίς ὁμως να ισχύει 
το αυτίστροφο. 


Παράδειγμα 1.10. Έστω οι δύο ανισότητες 
4 «9 
2«δ8δ 

µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε 


4-2«9-5δ9)2«1 


που εἶναι αδύνατο. Με διαίρεση κατά µέλη έχουµε 


4 9 

σσκςξ2ςΙ,125 

κ. - 

το οποίο και αυτό δεν ισχύει. Ἐπίσης, υιμώνοντας στο τετράγωνο την 
ανίσωση -ὂ «2 παίρνουμε ϐ Σ 4. Ἑλέπουμε έτσι ότι η φορά της 
ανίσώσης δε διατηρείται. Το ἰδιο συµθαίνει αν πολλαπλασιάσουμε 
κατά µέλητις -ὃ «2και--1 «1, οπότε έχουµε 3 Σ 1. 


Από τον ορισμό της συνάρτησης, για κάθε α, Ρ που ανήκουν στο 
πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης {, έχουµε σαν αποτέλεσµα την τα- 
ρακάτω ισοδυναμία 


ἰαξρβ/ίαΞ.9) 95 {ία (995 α.β) 
Έτσι, αν η συνάρτησή µας είναι η απόλυτη τιµή, η τετραγωνική ρίζα, 
το συνημµίτονο ἡ οποιοσδήποτε συνδυασμός τοὺς µε άλλες συναρ- 


τήσεις µε τις τέσσερις βασικές πράξεις -Ε,--, /, Και τις πράξεις της 
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σύνθεσης και αντιστροφής συναρτήσεων, τότε μπορούμε να έχουµε 
τις συνεπαγωγές 


αξ Ρ5|αἱ Ξ |8 
α- 3 αἲ -- 
αξβ5 να γΡ, ὀόπουα,ρ20 
αξβθ]Ιπαξ]πῦ, όπουα,δ 0 


αξ β5ὸοοξδαξΞοοςῦρ 


Όμως το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα, παρά μόνο στην περίπτωση 
που η συνάρτηση είναι ένα προς ένα, γιατί τότε ισχύει η ισοδυναμία 


ἰα.Ρ-»{(α)4{(9) ο Μία) - (8) 3 αΞϱ) 


οπότε από τις προηγούμενες συνεπαγωγές, η αντιστροφή ισχύει μόνο 
για την τετραγωνικἠ ρίζα και τη λογαριθµική συνάρτηση οι οποίες 
είναι “1-1”, δηλαδή Θα έχουµε 


αξθβ5δ να γΡ, όπουα,ρ 20 
αξδῦθ]παζξ]πβ, όπουα. Ρο 


ενώ για τις άλλες, η ισοδυναμία Θα ισχύει σε υποσύνολο του πεδίου 
ορισμού στο οποίο η συνάρτηση εἶναι 1-1”. 

Για παράδειγµα. το συνηµίτονο είναι “1-1” σε κάθε διάστηµα [κπ. (κ-ε 
1)π|, όπου κε Ζ, οπότεγια κ - 0 Όα έχουµε 


αΞξ)Ρ Φεοξδαξ«εοξΡγιακάθεα.Ρ ε[θο,π] 


Οι ισοδυναµίες είναι ιδιαίτερα χρήσιμες στην επίλυση εξισώσεων. 
Πρέπει να εργαζόµαστε πάντα µε αυτές, γιατί οι συνεπαγωγές όπως 
είδαμε δεν αρκούν, αφού οι ρίζες της τελικής εξίσωσης πρέπει να ε- 
παληθεύουν καιτην αρχική εξίσωση, τη ζητούµενη από το πρόθληµµα 
προς λύση. Άρα πρέπει ἡ να παίρνουμε τους περιορισμούς που α- 
παιτούνται για να συνεχίζει να ισχύει η ισοδυναμία, ἡ στο τέλος να 
κάνουμε τις δοκιμές επαλήθευσης όλων των ριζών που Όα βρούμε 
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1.9. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟΔΥΝΑΜΠΙΑΣ 


στην αρχική. 





Ἡ γνώση της µονοτονίας µιας συνάρτησης, μπορεί να µας βοη- 
θήσει στην αντιμετώπιση της λύσης ανισώσεων, αφού αν µια συνάρτη- 
ση Γ είναι γνησίως μονότονη σε ένα διάστηµα Δτότεγιακάθεα,ΡεΔ 
Θα ισχύει απὀ τον ορισμό 


α-« ϱ35 Γία) « {(9) 
αλλά και το αντίστροφο, δηλαδή 

ία) «ΙΓίθ)σας«ςδ 
αφού αν δεχτούμε ὀτιισχύεια » Ρή αξ Ρτόὀτε θα έχουµε [ί(α) Σ /{(9) 
ἡἠ Γ(α) Ξ Γ(Ώ), το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τη δεδομένη ανίσωση 


(ία) « Γ(9). Άρα 9α ισχύει η ισοδυναμία 


α-« 5 τ{Γία) « Ε(9) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι. 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


Κεφάλαιο 2 


ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ 


2.1 Πως αποδεικνύω ότι ισχύει µία πρότα- 
ση 
2.1.1 ἘΕυθεία απόδειξη 


Ἠεκινάμε τάντα απόὀ τα δεδοµένα της υπόθεσης, και σε συνδυασμό 
µε γνωστές προτάσεις καταλήγουμε στο ζητούμενο συμπέρασμα. 


Παράδειγμα 2.1. Αν ισχύει α - Ρ’ -- ο ότου α, Β, « είναι θετικοί 
πραγματικοί αριθμοί, να δείξετε ότι υπάρχει τρίγωνο µε μήκη πλευ- 
ρών τοὺς τρεις αυτούς αριθμούς. ! 
Απόδειξη. Έχουμε 
α- Ξ Ε' -- ο 
Ξ (5 -- ο)” -- 20ο 
«(0 -ε ο)” 


και άρα α« Ρο. Επίσης έχουµε 


α Ξἶ εσνοῦας ου 





1Λεν πρόκειται για το αντίστροφο του Πυθαγόρειου θεωρήματος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΣ2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ 


και 


α -υ κος» ψΦασρς 


οπότε, αφού το μήκος α είναι το μεγαλύτερο μήκος, Και μικρότερο 
από το άθροισμα των άλλων δύο, από την τριγωνική ανισότητα συ- 
Ἠπεραίνουμε ότι υπάρχει τρίγώνο µε μήκη πλευρών α. Ρ. ο. Π 


Αν τα δεδοµένα της υπόθεσης είναι ελάχιστα, τότε Θα αναγκαστο- 
ύμε να ξεκινήσουμε απὀ το ζητούμενο προς απόδειξη. και εργαζόµε- 
νοι µε ισοδυναµίες, καταλήγουμε σε κάτι που ισχύει. 


Παράδειγμα 2.2. Αν α 2 0 και Ρ Σ 0 να δείξετε ότι ισχύει 
Ιι. 1 
(ας Ρ)-- --)22 
α ϐϱ 
Απόδειξη. 


ι 1 
(α -- Ρ)(-- ---2295 
α ϐὃ 
(α- 9) Σ2α8 95 

α «20 


το οποίο ισχύει για κάθε α, 5 Σ Ο. Το δεύτερο βήµα της ισοδυναμίας 
ισχύει γιατί πολλαπλασιάσαμε µε αβ 20. Π 


2.1.2 Μαθηματική επαγωγή 


Για κάθε φυσικό αριθµό πι ε Ν ορίζεται και ο επόμµενός του, ο Τι - 
1. Αυτό δεν ισχύει για τα σύνολα των ρητών και τών πραγματικών 
αριθμών. 
Ας διατυπώσουµε τώρα αυστηρά την Αρχή της Επαγωγής: 
Αρχή της Επαγωγής : 
Έστω 5 ένα σύνολο φυσικών αριθμών {άρα 5 6 Ἰδ) το οποίο 


πκανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες: 


1. Ο αριθµός 1] ανήκει στο .5. 
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2. Ανπε δτότεπ-]1] εδ. 


Τότε έχουµε.» Ξ Μ, δηλαδή το σύνολο «ταυτίζεται µε το σύνολο 
των φυσικών αριθμών. 


Έτσι, αν εργαστούμε επαγωγικἀ, μπορούμε να αποδείξουµε µια ακο- 
λουθία προτάσεων Ρ(1), Ρ(2), Ρ(9),... που όλες εξαρτώνται από τους 
φυσικούς αριθμούς. Αν το σύνολο των προτάσεων αυτών εἶναι αἴτε- 
ριόριστα μεγάλο (δηλαδή άπειρο και όχι πεπερασμένο), τότε είναι 
αδύνατο να επαληθεύσουµε κάθε µία πρόταση ξεχωριστά. Δε 9α τε- 
λειώσουμε ποτέ. 
Αν για παράδειγµα µας ζητείται να αποδείξουµε την πρόταση 
12 εβδες-ςξ κ χιακάθεπενΝ 
Όα χρησιμοποιήσουμε την επαγωγική ιδιότητα, σε αντίθεση µε την 
πρόταση 
χΧὶ ε1292χ ΝχεΕ 


γιατί στο σύνολο Ἐ δε μπορούμε να καθορίσουμε ποιος εἶναι ο επόµε- 
νος κάθε πραγματικού αριθμού. Δεν ισχύει η Αρχή της Επαγωγἠς, 
ότιως δεν ισχύει και η Αρχή του Ελαχίστου που επίσης ισχύει μόνο 
στους φυσικούς. Οι δύο αυτές Αρχές είναι ισοδύναμες.” 

Ποιά είναι όµως η λογική της απόδειξης, η κεντρική ιδέα του την 
καθιστά ικανἠ να παράγει το προσδοκώµενο αποτέλεσµα; 
Αν εφόσον ισχύει η πρόταση για το τυχαίο πι συνεπάγεται η ισχύς της 
πρότασης και για τον επόμενο π -Ε 1, Και µε δεδομένη την αλήθεια 
της πρότασης για πι Ξ 1, έχουµε τότε την ισχύ της πρότασης και για 
τον επόμενο αριθµό π Ξ 2, µετά για τον επόμενο πι Ξ 3 και επομένως 
για όλους τους φυσικούς αριθμούς. 


Πρόταση 2.93. (Μέδοδος της Μαδηματικής Επαγωγής) 
Ἑστω Ρ(1). Ρ(2). Ρ(9).... ἑνα σύνοβο μαθηματικών προτάσεωυπου 
όλες εξαρτώνται απὀ τους φυσικούς αριθμούς. Αυ υποδέσουµε ότι: 





ἈΠερισσότερα βλέπε στο Παράρτημα Α΄ στη σελ. 215. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΣ2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ 


1. Η πρόταση Ρ(1) αβΏηδεύει. 


2. Για κάδεπ Σ 1, αυ η πρόταση Ρ(π) αληδεύει, τότε και τη Ρ(Π 1) 
αληδεύει. 


Τότε η πρὀταση Ρ(τ) αΏηθεύει για κάδεπ 2 1. 


Απόδειξη. Ὁ Το σύνολο 5 Ξ {πε Ν: Ρ(π) αληθής) περιέχει το 1 
αφού η πρόταση Ρ(1) αληθεύει. Ἐπίσης από το (β), αν η πρόταση 
Ρ(π) αληθεύει (άρα π ε 9) τότε και η Ρ(π -ε 1) αληθεύει (οπότε και 
πε1 Εε:5. Άρατο σύνολο 5 ικανοποιεί τις υποθέσεις της Αρχής της 
Ἐπιαγωγἠς και σύµφωνα µε αυτή εἶναι 5 Ξ ἩΝ, οπότε η μαθηματική 
πρόταση Ρ(π) ισχύει για κάθε φυσικό αριθµό πι. Π 


Παράδειγμα 2.4. Να υπολογιστεί ο αριθµός 


2. γ24 9 γ.::- Ν5 


πι το πλήθος ριδικά 





Λύση: 
ἨἘδώ πιρόκειται για µια ακολουθία απ µε όρους 


αι Ξ Ν2 


α».ξ 32 { γ2 


αιξ ΝΖΓαμι 
απει Ξ Ν2 απ 








ΆΓια ια διαφορετική απόδειξη χρησιμοποιώντας αντί της Αρχής της Επαγωγής, 
την Αρχή του Ελαχίστου (οι οποίες εἶναι και ισοδύναμες), βλέπε στο Παράρτημα Α΄ 
στη σελ. 215. 
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Καταρχήν Θα ερευνήσουµε αν συγκλίνει ἡ όχι. Θα μελετήσουμε την 
ακολουθία ὡς προς τη μονοτονία της και Θα εξετάσουμε αν είναι φραγ- 
μένη, για να χρησιμοποιήσουμε την πρόταση που λέει πως αν µια 
ακολουθία είναι μονότονη και φραγμµένη ὃα συγκλίνει. 

Μονοτονία: Από τη διάταξη των όρων της αι «αν», αρ « α., Κτλτ., φαίνεται 
ότι ίσως είναι γνησίως αύξουσα. Άρα οα δείξουμε επαγωγικά 
ότι ισχύει 

απ-« απιι γιακάθεπεν 
Για π Ξ 1 ισχύει. 
Έστω ότι ισχύει για πι Ξ Κ. δηλαδή ακ « ακιι. 
Θα δείξουμε ότι ισχύειγια πΞ κ --1Ι. δηλαδή αιιι « ακιο. 
Έχουμε 
ακ «αιιι 3 
2γας 2 αινι 


γ2-αι« 2 Γ αινι 3 


ακνι σ ακιο ὃ 


αν 1 


Φράγμα: Ένα κάτω φράγμα είναι ο πρώτος όρος αι Ξ γ2. Επειδή αι Ξ 
γὸ2«2,αρΞ 32 {- Ύ2 «9, κιλπ., ίσως ένα άνω φράγμα εἶναι 
το 2. Θα δείξουμε επαγωγικά ότι ισχύει 


αι«2 γιακάθεπεΝνΝ 


Για π Ξ 1 ισχύει. 
Έστω ότι ισχύει για πι Ξ Κ. δηλαδή ακ «2. 
Θα δείξουμε ότι ισχύειγιαπΞ κ -1Ι. δηλαδή ακιι «2. 
Έχουμε 
αι «23 


2ακ-ς 4-5» 


γ2-αι« νά -ο 


ακιι 293 
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οπότε η ακολουθία απ εἶναι φραγμµένη. και είναι 


γδ«αι«3 


Σύγκβιση: Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η ακολουθία απ συγκλίνει. 
Έστω πι αι Ξ- ῦ. 
Ἐπιομένως, Θα εἶναι και ΠΠ αμ Ξ ϐ. 
Έτσι έχουµε 


αμιι Ξξ Ν2 ται 
Ππιαμνι - ψπη(Ο -- αι) - 
Ππιαμκι Ξ 2 [πι αι 5 
ἓ- νο 


9 





η οποία είναι η χαρακτηριστική εξίσωση της αναδρομικά ο- 
ρἰξόµενης ακολουθίας αμ, και έχει ρίζες ἐι Ξ --Ι και {ο Ξ 2. 
Επειδή όλοι οι όροι της ακολουθίας εἶναι θετικοί, δεκτή ρίζα 
εἶναι μόνο η δεύτερη, οπότε Ηπιαι Ξ 2. 


Χρήση της επαγωγής στην εύρεση µονοτουίας και φρἀγµα- 
τος αυαδροµικά οριζόµενης ακοβουδίας. 

Γενικότερα, αν η ακολουθία ορίζεται µε αναδρομική σχέση 
(αναγωγικό τύτιο), τότε προσπαθούμε να µαντέψουμµε τη 
μονοτονία της απόὀ την ανισοτικἠ σχέση που ακολουθούν 
κάποιοι όροι της (συνήθως οι πρώτοι), και προσπαθούμε 
να την αποδείξουμε µε τη μέθοδο της επαγωγής. 


Για να βρούμε ένα φράγμα της (εκτός απὀ τον πρώτο της 
όρο αι στην περίπτωση που είναι γνησίως μονότονη). προ- 
σπαθούµε να φράξουµε την απ ἡ την |αμ], ἡ λύνουμε τη 
χαρακτηριστική εξίσωση της ακολουθίας, µια ρίζα της ο- 
ποίας, εἶναι πιθανό να είναι φράγμα. Και µετά το αποδει- 
κνύουµε επίσης επαγωγικἀ. 
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2.1.3 Απαγωγή σε άτοπο (Οοπηίταἁἰοί{οη) 


Έστω ότι θέλω να δείξω πως µε δεδομένο το Α έχουµε συμπέρασμα 
το Β. Δηλαδή το Α είναι ικανή συνθήκη για την ισχύ της Β. 

Υποθέτουμε ότι ΔΕΝ ισχύει το συμπέρασμα Β, και µε δεδομένο 
πλέον τη ΜΗ ισχύ του Β - καιτην ισχύ του Α βεθαίως - καταλήγουμε 
σε αντίφαση. (Ατοιτο) 


Παράδειγμα 2.5. Να δειχτεί ότι αν ο α είναι ακέραιος και ο α” είναι 
περιττός, τότε ο α είναι περιττός. 


Απόδειξη. Έστω ότι ο α ΔΕΝ είναι περιττός, Και µε το δεδομένο πως 
είναι ακέραιος συμπεραίνουμε έτσι ότι εἶναι άρτιος. Ἐτιομένως και το 
τετράγωνό του, ο α” 9α είναι ἁρτιος. Άτοπο, γιατί απόὀ την υπόθεση ο 
αἲ είναι περιττός. Άρα ο α εἶναι περιττός. Π 


Προσοχή όµως! 

Αν ΔΕΝ χρησιμοποιήσουμε την υπόθεση πως ο α εἶναι ακέραιος, 
τότε αν ο α ΔΕΝ είναι περιττός, ΔΕ μπορούμε να συμµπεράνουμµε ότιο 
α είναι άρτιος. Μπορεί να έιναι άρρητος. Έτσι, η πρόταση: 


Ἂν ο α” είναι περιττός, τότε ο α είναι περιττός.” 
ΔΕΝ ισχύει, αφού για παράδειγµα µπορεί να είναι αἲ Ξ 3καια γ98. 


Παρατήρηση 2.6. Μη συγχέουµε την απαγωγή σε ἀτοπο µε τηυ α- 
πὀδειξη ὁτι ΔΕΝ ισχύει η πρὀταση: Α 3» ὀχι Β. Στηυ απαγωγή σε 
ἁτοπο, µε δεδοµένα το Α και τη ΜΗ ισχύ του Β καταβήγουµε σε ἀἁτο- 
πο, οπὀτε συμπεραίνουμε την ισχύ του Β. Αποδεικυύουµε δηΛβαδή την 
πρόταση ΑΞ» Β. 

Στη δεύτερη περίπτωση προσπαθούμε να δείξουμε τη ΜΗ ισχύ της 
πρότασης Α 3 ὀχι Β. ὀπου µε δεδομένο µουο το Α. συμπεραίνουμε 
ότι ΔΕΝ ισχύει η άρνηση του Β. Αποδεικνύουµε δηβαδή την πρὀταση 
ΑΞ5 ὀχι Β. 


Παρατήρηση 2.7. Η µη ισχύς της πρὀτασης Α 3 ὀχι Β δευ εἶναι 
ισοδύναμη µε την πρόταση ΑΞ» Β, διότι: 

Είναι πιθανό να έχουμε ΑΞ5» Τ ίΕ Β, ὀπου Τ Ξ5 Β. δηΛαδή η συυδήκη 
Γ δευ εἶναι ικανή για την ισχύ της Β. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΣ2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ 


Παράδειγμα 2.8. Να δείξετε ότι η ακολουθία απ 2" δεν εἶναι φραγ- 
µένη άνω. 


Απόδειξη. Έστω ὀτι η ακολουθία αι 2" είναι φραγµένη άνω, µε ένα 
άνω φράγµα ὃ ε Κ. Δηλαδή 


ος2”ς ὃ 


τια κάθεπ εν. 
Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Βετποι]4 


4 -α”λ]γπα µεαΣ-],πεΝ 
για αΞ 1 έχουµε 
( ει) ιεπ.Ι 59231 -π 
τια κάθεπ εν. 
Ἆρα 
1 γπς2«δο]Ιγπςὸὃ 


για κάθε πι ε ἨΜ, το οποίο είναι άτοπιο, γιατί δεν είναι δυνατό ένας 
σταθερός αριθµός όπως ο ὃ να εἶναι μεγαλύτερος ή ίσος από κάθε 
φυσικό αριθµό πι -- Ι. 
Άρα η ακολουθία απ δεν εἶναι φραγμένη άνω. 

Θα μπορούσαμε να το δούµε και από άλλη οπτική γωνία: 
Το σύνολο των φυσικών αριθμών δεν είναι φραγμένο άνω. Όμως το 
σύνολο τιμών της απ Ξ 2” εἶναι υτοσύνολο των φυσικών αριθμών 


ο [οσα 6 Ἴσι ο νΩσΝ 
και άρα απ µη φραγµένη άνω. Π 
2.1.4 Αντιθετοαντιστροφή (Οοπίταροςἰ(1νε) 
Περίπτωση 1 Δίνεται η πρόταση: 
Ἂν ισχύει το Α τότε ισχύει το Β᾽ 
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Με αντιθετοαντιστροφή έχουµε την παρακάτω πρόταση: 
Ἂν ΔΕΝ ισχύειτο Β τότε ΔΕΝ ισχύει το Α 


Θα δείξουμε, τώρα, πως οι δύο προηγούμενες προτάσεις είναι 
ισοδύναμες. 


(Βυθύ) Με δεδομένο την πρώτη πρόταση, 9α δείξουµε τη δε- 
ύτερη. Έστω ότι ΔΕΝ ισχύει το Β. Τότε ΔΕΝ ισχύει ούτε 


το Α, γιατί αν ισχύει, τότε σύμφωνα µε την πρώτη πρόταση 
Όα ισχύει και το Β. (Ατοτιο) 


(Αντίστροφο) Με δεδομένο την δεύτερη πρόταση, Θα δείξουμε 
την πρώτη. Έστω ὀτιισχύειτο Α. Τότεισχύει καιτο Β, γιατί 
αν ΔΕΝ ισχύει, τότε σύµφωνα µετην δεύτερη πρόταση ΔΕΝ 
Όα ισχύει ούτε το Α. (Ἀτοπο) 


Παράδειγμα 2.9. Έστω η πρόταση: 
Αν χιονίζει, τότε κάνει κρύο. 


Το αντίστροφο ΔΕΝ ισχύει. Ισχύει όµως το παρακάτω µε αντι- 
θετοαντιστροφή: 


Αν ΔΕΝ κάνει κρύο, τότε ΔΕ χιονίζει! 
Και εδώ ΔΕΝ ισχύει το αντίστροφο. 
Περίπτωση 2 Δίνεται η πρόταση: 
Ἂν ισχύειτο Α και το Β τότε ισχύει το Γ” 
Με αντιθετοαντιστροφή έχουµε την παρακάτω πρόταση: 
Ἂν ΔΕΝ ισχύει το Τ και ισχύειτο Β τότε ΔΕΝ ισχύει το Α” 
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Θα δείξουμε, τώρα. πως οι δύο προηγούμενες προτάσεις είναι 
ισοδύναμες. 


(Βυθύ) Με δεδοµένο την πρώτη πρόταση, Όα δείξουµε τη δε- 
ύτερη. Έστω ότι ΔΕΝ ισχύει το Τ. Τότε ΔΕΝ ισχύει ούτε 
το Α., γιατί αν ισχύει, Και µε δεδομένο την ισχύ του Ε, 
τότε σύµφωνα µε την πρώτη πρόταση Θα ισχύει και το Ι.. 
(Ατοπο) 


(Αντίστροφο) Με δεδομένο την δεύτερη πρόταση, Θα δείξουμε 
την πρώτη. Έστω ότι ισχύει το Α. Τότε ισχύει και το ΙΤ, 
γιατί αν ΔΕΝ ισχύει, και µε δεδομένο την ισχύ του Β, τότε 
σύμφωνα µε την δεύτερη πρόταση ΔΕΝ Θα ισχύει ούτε το 
Α. (Ατοτιο) 


Παράδειγμα 2.10. Με αντιθετοαντιστροφή από το παράδειγ- 
μα 2.5 στη σελ. 25, έχουµε: 


Ἂν ο α ΔΕΝ είναι περιττός ενώ ο αὖ’ εἶναι περιττός, τότε ο α 
ΔΕΝ είναι ακέραιος.” 


Αν συνεχίσουμε 9α έχουμε: 


Ἂν ο α είναι ακέραιος αλλά όχι περιττός (άρα άρτιος) τότε ο α- 
ΔΕΝ εἶναι περιττός.” 


Χαρακτηριστικά παραδείγματα εφαρµογής της αντιθετοαντιστροφἠς 
είναι τα επόμενα θεωρήματα. Το θεώρημα Εετπιαίΐ για τα τοπικά 
ακρότατα και το θεώρημα ακέραιων ριζών τπολυωνύµων µε ακέραιους 
συντελεστές είναι από τις περιπτώσεις που δεν εφαρμόζουμε συνήθως 
το θεώρημα ἀάµεσα, αλλά κυρίως έµµεσα, µε την αντιθετοαντιστροφή 
του. 

Γενικά µε αυτή την πρακτική δημιουργούμε αρνητικά κριτήρια. 
Κριτήρια για τη ΜΗ ύταρξη μαθηματικών εννοιών. 
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Θεώρημα 2.11 (Εεγπια!ί). Αν η συνάρτηση { : Α -» Ἑ είναι παρα- 
γωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο χο του διαστήματος Α και παρουσιάζει 
τοπικό ακρὀτατο σε αυτό, τὀτε [’(κο) Ξ 0Ο. 


Ἡ συνήθης χρήση του όµως γίνεται µε αντιθετοαντιστροφή: 

Αν η συνάρτηση {: Α -» Ἐ είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό 
σηµείο χο του διαστήματος Α και είναι [”(αϱ) « 0Ο, τότε στο χο ΔΕΝ 
παρουσιάζει τοπικό ακρότατο. 

Απιοκτήσαμε έτσι ένα κριτήριο ΜΗ ύτιαρζης τοπικού ακροτάτου. 


Θεώρημα 2.12 (Δκέραιων Ριζὠν). Αυτοποβυώνυμµο Ρ(α) µε ακέραιους 
συντεῇῃεστέὲς ἐχει ρίζα του ακἑραιο αριδµὀ ρ πε 0, τότε ο ρ διαιρεί του 
σταθερὀ ὀροτου ποΠυωυύμου. 


Και εδώ, όπως Και προηγουμένως, έχουµε: 

Αν ακέραιος αριθµός ρ - Ο ΔΕ διαιρεί τον σταθερό όρο του το- 
λυωνύμου Ρ(α) µε ακέραιους συντελεστές, τότε ο ϱ ΔΕΝ είναι ρίζα του 
πολυωνύμου Ρ(α). 

Έτπσι έχουµε ένα σηµαντικό κριτήριο για να αποφασίσουµε αν ένας 
ακέραιος είναι ή όχι ρίζα ενός πολυωνύμου. 


2.1.5 Κατασκευαστική απόδειξη 


Με αυτή τη μέθοδο απόδειξης, δίνεται κατ ευθείαν ένα συγκεκριµ.- 
μένο παράδειγµα ἡ µια συγκεκριµµένη διαδικασία (αλγόριθμος), µε 
την οποία παράγεται το ζητούμενο παράδειγµα. 

Χαρακτηριστική περίπτωση τέτοιας απόδειξης, είναι η κατασκευή του 
αριθμού ΙΠουνί]ε ή αλλιώς σταθερά του Ι4οιινί]ε από τον «οδερῃ 
]αοιν!]α. Ἠταν ο πρώτος δεκαδικός αριθµός που αποδείχτηκε { ότι 
ήταν υπερθατικός. 

Ἡ σταθερά του Ι4οιιν!]]ς, είναι ἑνας δεκαδικός αριθµός που έχειτο 1 
σε κάθε δεκαδική θέση που αντιστοιχεί στο π!, δηλαδή στις δεκαδικές 





ΑΑποδείχτηκε από τον Π4οιν]]]ε το 1850. 
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θέσεις 1,2,6,24, 120,..., Και 0 παντού αλλού. 


Εοξξ }) 10: - ο, 11000ΟιοοοοοοοοοοοοοοοοοίΙοοο... 
πι 
Παράδειγμα 2.19. Να δειχτεί ότι υπάρχουν άρρητοι αριθμοί α και 
Ὀ τέτοιοι ώστε αἲ εθ. 


Απόδειξη. Ο αριθµός αἱ” ισούται µε 2, ποὺ είναι ρητός, ενώ ϱ και 
1η 2 είναι άρρητοι. Π 


2.1.6 Ὑπαρξιακή απόδειξη 


Κάπιοιες φορές αποδεικνύουµε την ύταρζη µιας μαθηματικής οντότη- 
τας χωρίς κατασκευή, γιατί μπορεί να είναι πολύ δύσκολο και η α- 
πόδειξη πολύ µακροσκελής. Χρησιμοποιούμε τα λεγόμενα Ὅπαρξια- 
κά θεωρήματα” ὀπως το 6. Ενδιάµεσων Τιμών, Θ.Μ.Τ., Θ. Ῥο]ζαπο, 
κτλπι, τα οποία τα καταφέρνουν πολύ καλά κάτω από “άσχημες” συν- 
θήκες. 


Παράδειγμα 2.14. Δίνεται συνάρτηση Γ η οποία είναι περιττή και 
συνεχής στο Κ µε ἰίπι ιο[Γ(οοδ κ) Ξ 2. 
Να αποδείξετε ότι υτιάρχει ένα τουλάχιστον χο Ε (0,1) τέτοιο ώστε 


Τί) Ξ1. 


Απόδειξη. Ἑδώ δε γνωρίζουμε καν τον τύτιο της συνάρτησης Γ, αλλά 
µε τη βοήθεια του Θ.Βοἱζαπο 9α αποδείξουμε το ζητούμενο. Θα το 
εφαρμόσουμε για τη συνάρτηση ο(α) Ξ {(α) -- 1 στο διάστηµα [0. 11. 
Ἡ α είναι συνεχἠς στο [0, 1] και είναι 


ο(ο) -ο(ι) - [{(0) -- τα) -α] -[ο-- τ][δ- 1] --ι«ο 


γιατί κατά πρώτο λόγο η Γ εἶναι περιτή δηλαδή {(-ακ) Ξ -(α) για 
κάθεχ εξ και άραγια κ 0 έιναι {(0) Ξ --Ε(0) 3 /{(0) Ξ 0Ο καικατά 
δεύτερο λόγο, από υπόθεση έχουµε [πι ιο[Γ(εος αχ) Ξ- 2 που εἶναι 
ισοδύναμο µε {(1) Ξ 2 αφού η συνάρτηση {(οος αχ) είναι συνεχής σαν 
σύνθεση συνεχών. Άρα απότο Θ.ΒοΖαπο συμπεραίνουμε ότι υπάρχει 
ένα τουλάχιστον χο Ε(Ο, 1) τέτοιο ώστε 6(α) ΞΟΞ Γ(αρ)Ξξ1. Π 
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2.1.7 Μη κατασκευαστική απόδειξη 


Ας δούµε ζανά το παράδειγµα 2.13 στη σελίδα 28, αποδεικνύοντάς 
το µε µια απόδειξη που λέγεται μη κατασκευαστική”. 

Παράδειγμα Να δειχτεί ότι υπάρχουν άρρητοι αριθμοί α και Ρ τέτοιοι 
ώστε αἲ εθ. 


Απόδειξη. Ἐίναι γνωστό ότι ο αριθµός Υ2 είναι άρρητος. Τότε ο α- 
ριθµός γ29 ΥΣ είναι είτε ρητός είτε άρρητος. 


1η περίπτωση: Ο αριθµός Υ9 32 είναι ρητός. 
Το ζητούμενο αποδείχθηκεµεαξΏ- ν260. 


2η περίπτωση: Ο αριθµός γ2 ΥΣ Είναι άρρητος. 
Τότε με αξ γΝ2 άθκαιςρ- Μ2 6Ο έχουµε 


αν») -νθ νο -ο 


ο οποίος είναι ρητός και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 


Αυτή η απόδειξη είναι µη κατασκευαστική, γιατί δεν κατασκευ- 
άζεται ένα παράδειγµα µε συγκεκριμένες τιµές των μεταθλητών α και 
Ρ. Στηρίζεται στον ισχυρισμό "... εἶναι είτε ρητός είτε άρρητος.”, δίνο- 
ντας µε αυτόν τον τρόπο δύο διαφορετικές επιλογές για τον αριθµό 
γ9Υ2 και δείχνει ότι και στις δύο περιπτώσεις έχουµε το επιθυμητό 
αποτέλεσµα. Δε µας λέει ὁμῶς ποιά από τις δύο περιπτώσεις είναι η 
ισχύουσα. ὃ 





50 αριθµός γ2 ΥΣ είναι όχι µόνο άρρητος, αλλά και υπερθατικός, το οποίο πτρο- 
κύπττει από το θεώρημα «εῄοπά - θομπείάετ: Αν α και Ρ αλγεθρικοἰ αριθμοί, όπου 
α- 0,1] και Ρ άρρητος (ΙΓγγαΠΙΟΠΑΙ), τότε αθ υπερθατικός (ἰγαποεπάεπία)). 
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2.2 Πως αρνούμµαι µία πρόταση 


Είναι σηµαντικό να βρίσκουμε την αντίθετη έννοια ἡ πιο σωστά τη 
συμπληρωματική. 

Ο παρακάτω πίνακας µας δίνει την άρνηση χρήσιμων συμµθόλων - 
εννοιών. 





























Σύμθολο | Άρνηση | Σύὐμµθολο | Άρνηση 
Ξ- 4 ω Ἆ 
. Ξ 4 Ξ 
2 ος ε έ 
- 2 έ Ε 
ω η η και 
Ω ω και ἠ 
γ α π γ 























Παράδειγμα 2.15. Για κάθε στοιχείο αχ που ανήκει στο σύνολο Α 
ισχύει η ιδιότητα Ρ. 
ΥΧΕΑΞΡ 


Ἡ άρνηση της παραπάνω πρότασης είναι η εξής: 
Υπάρχει Χ που ανήκει στο σύνολο Α για το οποίο ΔΕΝ ισχύει η 
ιδιότητα . 
ΠχεαΞ95 όχιΡ 


Παράδειγμα 2.16. Υπάρχει χτιου ανήκει στο σύνολο Α για το οποίο 
ισχύει η ιδιότητα Ρ. 
ΠχεΑαΑΞ5» Ρ 


Ἡ άρνηση της παραπάνω πρότασης είναι η εξής: 

ΔΕΝ υπάρχει χ που να ανήκει στο σύνολο Αγια το οποίο ισχύει η 
ιδιότητα . 

ἼχεΑβ- Ρ 

Ισοδύναμη έκφραση εἶναι η εξής: 

Για κάθε στοιχείο χπου ανήκει στο σύνολο ΑΔΕΝ ισχύει η ιδιότητα 
Ρ. 

ΥχΕεΑΞ5 όχιΡ 
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Δηλαδή εἶναι: 
κεΑα- Β) ὸ ΝχεΑ-35 όχι Ρ) 


Παράδειγμα 2.17. ΔΕΝ υπάρχει χ που να ανήκει στο σύνολο Αγια 
το οποίο ισχύει η ιδιότητα ΡΕ. 


Ἄχκεα5 Ρ 


Ἡ άρνηση της παραπάνω πρότασης είναι η εξής: 
Υπάρχει χτιου ανήκει στο σύνολο Αγια το οποίο ισχύει η ιδιότητα 
Ρ. 
ΠχεΑαΞ5» Ρ 


Παρατήρηση 2.18. Κατάτη διαδικασία της μετατροπής µιας πρότασης 
στην άρνηση αυτής, στην αντἰθετή της, όταν αββάζουµε τη Λέξη Ὕιϊα 
κάἀδε’ µετη Λέξη ᾿ὑπάρχεῖ και αυτίσιροφα. αρυούµαστε και το δεύτερο 
όρο της συυεπαγωγής. 

Επίσης οι εκφράσεις ἠχ ε ΑΞ95 Ρ, ΝχΧ ε Α 3 όχι Ρ που όπως 
είδαμε εἶναι ισοδύναμες, δευ αποτεπούν ολβυκή άρνηση της πρὀτασης 
Υχε Α95 Ρ αΆλβά µερική άρυηση αυτής. Και αυτό γιατί απαιτούµε 
για ὁπατακ Εε Α να µην ισχύει η ιδιότητα Ρ (ή αΛΛιὼς να µην υπάρχει 
κανένα κ Εε Αγια τοοποίο να ισχύει η ιδιότητα Β). Είναι όµως αρκετὀ να 
υπάρχει ένα τουβάχιστου κ Ε Αγια το οποίο να µην ισχύειη ιδιότητα ΡΕ, 
ὥστε να “σπάσεῦ ῃ καδοβυκότητα της ισχύος του "για κάἀδε’, για ὁβα”. 

Παρόμοια εἶναι και η βάση της Λογικής µε την οποία χρησιµοποιο- 
ύμε το αυτιπαρἀδειγµα για να δείξουμε ότι ΔΕΝ ισχύει µια πρὀταση. 
(ΒΛέπε σχετικἀ στη σε]. 40) 


Παράδειγμα 2.19. Έστω δύο συναρτήσεις { και 6 ορισμένες στο ΚΕ 
τια τις οποίες ισχύει ότι για κάθε χε είναι {(α) : οί) Ξ 0. Έχουμε 
δηλαδή ότι 

Ψκχ εξ ισχύει ({(1) Ξ 0 ἡ σ(α) Ξ 0) 


Θα ήταν λάθος όµως να βγάλουμε σαν συμπέρασμα ότι 


ιχεξ, Γ069Ξ0) ἡ Ύχεξ, οί) Ξ 0) 
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αφού για παράδειγµα, αν 
0Ο, ανχεξὶο 

1)Ξ 
1, ανχεο 


και 





κ -[ς ανχεξλὶλο 


0Ο, ανχεο 


τότε αυτό εἶναι προφανές ότι δεν αληθεύει. 
Γενικά ισχύει ότι 
«Υκ, ισχύει Ρ) ἡ {Υκ, ισχύει ϱ) 5» (να, ισχύει (Ρ ἡ ϱ)) 


Όπως είδαμε όμως, το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. 
Επτίσης ισχύει ότι 


{αχ : να ισχύει (Ρ και ϱ)) 3 
{ακ: να ισχύει Β) και {Ίχ: να ισχύει ϱ) 


χωρίς πάλι να ισχύει το αντίστροφο. 
Οι ισοδυναμµίες ισχύουν στις παρακάτω δύο περιπτώσεις: 


«Υα, ισχύει (Ρ και ϱ)) 3 ΑΥκά, ισχύει Ρ) και (να, ισχύει ϱ) 
και 


{αχ: να ισχύει (Ρή ϱ)) 3 
{ακ: να ισχύει Ρ) ἡ {Ίκ: να ισχύει Ο) 


2.2.1 Παραδείγματα άρνησης ορισμών 


Ορισµός 2.20. [Αυω φραγµέυο συυνόΛο] 
Το σύνολο Α ς Ἐ είναι φραγμένο άνω, αν Και μόνο αν για κάθε 
ΧΕΑ, υπάρχει Με ἙἘ τέτοιο ώσιεκχς« Μ.Ο 





8Το Μ λέγεται άνω φράγμα του Α. Αν Μ ε Ατότετο Μ είναι το μέγιστο (πιαχίπααπ]) 
στοιχείο του Α. 
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Άρυηση 
Το σύνολο Ας Ἐ ΔΕΝ εἶναι φραγμένο άνω, αν για κάθε Με Ἐ. 
υπάρχει χε Ατέτοιο ώστεεαχ» Μ.' 


Ορισµός 2.21. [ Δνω πέρας συυόβου[ξ 
Το 5 ΕΙ είναι το άνω περας του συνόλου Ας Ἐ και συµθολίξεται 
51ΙΡΑ αν Και µόνο αν 


1. Γιακάθεχεβκςς. (Το 5 είναι άνω φράγμα.) 
και 


/ 


2. Τια κάθες εξ,μες 2 χγιακάθεχε Αισχύειότιςς ς’. 
(Κάθε άλλο άνω φράγμα 5’ είναι μεγαλύτερο από το 5.) 


Με άλλα λόγια: 
5ιΡρΔβΞ- 5εἹἘ αν και μόνο αντο 5 εἶναι το μικρότερο άνω φράγµα του 
Α. 
Άρνυηση 
Το 5 εξ ΔΕΝ είναι 5ιΙ1/Α αν 


1. Ὑπάρχει χε Ατέτοιο ώστε χ Σ 5. (Το 5 ΔΕΝ είναι άνω φράγμα.) 
ή 
2. Ὑπάρχει 5 ε Κ. µες 2 χγιακάθεκχ Εε Α τέτοιο ώστε 5’ « 
5. (Υπάρχει άνω φράγμα 5’ που είναι μικρότερο από το άνω 
φράγμα 5.) 
Ορισµός 2.22. [Σύγκβιση ακοΠουδίας]| 
Ἡ ακολουθία απ συγκλίνει στον αριθµό Ρε Ἀ και συμθολίζουµε 
απ -ὃ ἐ αν και µόνο αν, για Κάθε περιοχή του ᾖ, οσοδήποτε µικρή. 
υπάρχει όρος απ της ακολουθίας, τέτοιος ώστε, όλοι οι επόμενοι όροι 
της να ανήκουν σε αυτή την περιοχή. 


[αι -οϱ) 5 
Ψε»ο, Ἱπρενδ: Ίαι-1«ε, Υπ πρ, πε Ν) 





7Το Α είναιτης μορφής (κ, --οο) ἡ [α, --οο) ή (--οο, Γοο). Το Α ΔΕΝ είναι φραγμένο 
άνω αν Και μόνο αν ΔΕΝ έχει άνω φράγμα. 
Βδιαρτεππιιπα 
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Παρατήρηση 2.29. Κάδε περιοχή ({ -- ε,ξ- ε),οσοδήποτε µικρή, πε- 
ριέχει άπειρο πΛήδος όρων της ακοβουδίας απ. 
(Είναι όλοι οι όροι µεπι Σ Πρ) 
[αι ο) 5 
{γε Ο, 3 άπειρο πῃήδος όρων της αι ώστε]αι -- 8 « ε) 
Εκτός της περιοχής(ῇ--ε. ξ-- ε) υπάρχει πεπερασμένο πΛήδος ὀρωυντης 
απ. Το πΏήδος αυτό εξαρτἀται απὀ το ε. 
Άρνηση 

Ἡ ακολουθία απ ΔΕ συγκλίνει στον αριθµό { ε. και συμθολίζουµε 
απ -Ὁ 8, αν Και μόνο αν υπάρχει περιοχή του 6 τέτοια ὡστε για κάθε 
όρο της ακολουθίας, να υπάρχει κάποιος όρος µετά από αυτόν εκτός 
της περιοχής. 


[αι -» ϐ 5 
ίΠε-0ο: ΥπιενΝ, ΊπλἍπι Ίαι- ἐἱ 3 ε) 
Παρατήρηση 2.24. Υπάρχει περιοχή ({ -- εξ -- ε) εκτός της οποίας 
βρίσκεται ἀπειρο πΛήδος όρων της απ. 
ίαι -» 5 
{Πε-Σ 0 : ἀἄπειρο πῃήδος όρων ικαυοποιείτηυ |αμ -- [| 32 ε) 
Στηυ περιοχή ({ -ε,ξ-- ε) αυήκει πεπερασμένο πῃήδος όρων της απ. 
Ορισµός 2.25. [Συνέχεια συνάρτησης] 


15 Ἡ συνάρτηση {[ία) : Α -» Κ είναι συνεχής στο χο Εε Α αν και 
μόνο αν για Κάθε περιοχή του /{(αρ). οσοδήποτε µικρή, υπάρχει 
περιοχή του χο µε στοιχεία χ του Α. για τα οποία οι τιµές {(α) 
ανήκουν στην περιοχή του /[(αρ). 

σσ): Α ΚΚ συνεχής στοκχοςεΑ) 3 
Ψε»-ο,Ἴδ-ο: ΥκεΑµε]ακ- κοὶ« ὃ 3 
() - Γίαο) «ε) 
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ή αλλιώς 
Ψε»-ο, Ἴδ»-ο : 
Γίοο-δ,χοΓδ)λΩΑ]ς ({(αϱ) -ε,[κο) τε) 


25» Ἡ συνάρτηση {Γ() : Α -» Ἑ είναι συνεχής στο χο Ε Α αν και 
μόνο αν για κάθε ακολουθία Χῃ στοιχείων του Α που συγκλίνει 
στο χο. Και η ακολουθία [(αι) συγκλίνει στο {(αο). 


σα): Α ο Κ συνεχής στο χο Εε Α) 
[νχιε Α με χι Ὁὃ Χο Γα) -{(αο)) 
Άρνυηση 


Ἡ συνάρτηση {Γ(α): Α - Ἐ είναι ΑΣΥΝΕΧΗΣ στο χο Ε Α. αν και 
μόνο αν: 


1. Ὑπάρχει περιοχή του ᾖ[(αρ), ὡστε σε κάθε περιοχή του χο να 
υπάρχει χ ε Α του οποίου η τιµή Γ() να µην ανήκει στην 
περιοχή του [(αο). 


Γ(α): Α-ο Ἐ ΑΣΥΝΕΧΗΣ στο ο ΕΑ) 5 
Πε-θο,νδ»ο: Ἴχεβμεια-τκο «δ- 
(ο) -Ε(αρ)) 3 ε) 


2. Ὑπάρχει ακολουθία απ στοιχείων του Α που συγκλίνει στο χο, 
αλλά η ακολουθία {(απ) ΔΕ συγκλίνει στο {(αο). 


σα: Α-»ΚΑΣΥΝΕΧΗΣ στοαοΕε Α) 3 
{ΠχιεΑ µε Χῃ-ὸ χο Γία) (κο) 
Ορισµός 2.26. [Σημείο συσσώρευσης] 


19 Το χο ε Ἐ λέγεται σηµείο συσσώρευσηςτου Ας Ἐ, αν και μόνο 
αν για κάθε ὃ Σ Οτο σύνολο («χο -- δ, Χο - ὅ) -- {κο} περιέχει 1 
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τουλάχιστον στοιχείο του ΔΑ.’ 


{Το χο εἶναι σ.σ. του Α] 95 
Νδ0, ΙἼχεΑ: 0Ο « χ- κο « δὶ 


2” Το «χο ελ λέγεται σηµείο συσσώρευσηςτου Ας Ἀ, αν Και μόνο 
αν το σύνολο (χο -- ὅ, χο Ἔ δ)Ω Α είναι άπειρο για κάθε ὅ » 0.10 


{Το χο εἶναι σ.σ. του Α] 9 
Πδ - 0Ο, (0 -- δ,.Χο- δ)Ω ΑΛ {χο} 0] 


30» Το χο Ελ λέγεται σηµείο συσσώρευσηςτου Ας Ἐ, όταν υπάρχει 
ακολουθία (αμ). µε όρους διαφορετικούς ανά δύο, στοιχείων του 
Α., µε Χπ Ἡ χο, τέτοια ὡστε Χη -Ὁ Χο. 


{Το «χο εἶναι σ.σ. του Α] 9 
{Π(κι) ΕΑ, Χιπ Ἔ Χο : Χπ-) Χο) 


Άρνηση 
Το χο ΔΕΝ΄᾽᾽ είναι σ.σ. του συνόλου Α αν Και Ἰιόνο αν: 


1. Ὑπάρχει ὃ Σ Οτέτοιο ώστετο σύνολο (αχρ-- ὅ, Χο--ὃ)--{αοὶ να µην 
περιέχει κανένα στοιχείο του συνόλου Α. (Δηλαδή αρκεί να βρω 
µια περιοχή τοῦ χο στην οποία να µην ανήκει κανένα στοιχείο 
του Α εκτός απο το χο.) 


{Το χς είναι μεμωνομένο σηµείο του Α) 3 
ΠὙδ-ο: α-δ,αοςδὶωαΑίκο) 


ή αλλιώς 





9ΤοΟ χο Ἠπορεί να ανήκει ἡ να µην ανήκει στο σύνολο ΔΑ. 

1ΟΑφού περιέχει 1 τουλάχιστον στοιχείο, 9α περιέχει άπειρα στοιχεία. Και αυτό 
γιατί αν παίρνουμε ολοένα και μικρότερες τιµές του ὅ, άπειρες φορές, ὃα έχουµε 
άπειρα τέτοια σύνολα µε 1 τουλάχιστον χο σε κάθενα από αυτά. 

11Αν το χο δεν εἶναι σ.σ. του συνόλου Α τότε είναι μεμονωμένο σηµείο του ΔΑ. 
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2. Για κάθε ακολουθία (απ) στοιχείων του Α µε Χ π χο, ισχύει ότι 
Χπ -Ὁ Χο. 


Ορισµός 2.27. [ Όριο συνάρτησης] 


15» Το όριο της συνάρτησης {(α) όταν το αχ τείνει στο χο εἶναιρεξκ 
και συµθολίξουµε ἰἴπις νο) (ο) Ξ Ρ αν και μόνο αν: 


- το χο εἶναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού της { 
και 


- για κάθε περιοχήτου ῥ οσοδήποτε µικρή, υπάρχει περιοχή 
του χο αρκετά µικρή, τέτοια ὥστε, για κάθε χ του πεδίου 
ορισμού της {Γ που ανήκει σε αυτή την περιοχή, οἱ τιµές 
της {(«) να ανήκουν στην περιοχή του ὁ. 


Ύε»ο, 3δ20ο: Υχεβ 
µεος«]κχ-ακαο-«ςδιία-1ςε) 


25» Το όριο της συνάρτησης {(α) όταν το χ τείνει στο χροείναιδεξ 
και συμθολίξουµε [πι νι (κ) Ξ ξ αν Και μόνο αν: 


- Το χο είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού της { 
και 
- Για κάθε ακολουθία χι σημείων του πεδίου ορισμού της 


10, µε Χιπ Χο Και Χιπ -Ὁὃ Χο, είναι [(α) - . 


Άρυηση 
Έστω συνάρηση{Γ:Α ο µεΑς Ἓ και αο σηµείο συσσώρευσης 
του Α. 


1. Το Ρε Κ ΔΕΝ είναι όριο της συνάρτησης {(α) καθώς το χ τείνει 
στο χο. αν και µόνο αν: 


ος 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΣ2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ 


ο Υπάρχει περιοχή του ῥ, ώστε για Κάθε περιοχή του χο. να 
υπάρχει χ του πεδίου ορισμού της Γ του ανήκει σε αυτή 
την περιοχή, µε την τιµή του /[(α) να µην ανήκει στην 
περιοχή του ϱ. 


Πε»δο: ΝνδΣ0, Ἴχεαβ 
μµεο «Ίχκ-ακο « ὃκαι|[(α) - 0 2ε) 
ή 
ο Υπάρχει ακολουθία χι σημείων του πεδίου ορισμού της 
0. µε Χιπ Χο ώστε Χι -ὃ Χο και Γ(απ) -Ὁὃ. 


2. Το όριο της συνάρτησης {(α) ΔΕΝ υπάρχει, Καθώς το αχ τείνει 


2.9 


στο χο. αν και μόνο αν: 


9 Υπάρχει ακολουθία χι σημείων του πεδίου ορισμού της 
Γα). µε απ χο ώστε Χιπ -ὃ Χο Και [(αη) να ΜΗΝ συγκλίνει 
στο Κ. 

ή 

ο Υπάρχουν δύο ακολουθίες απ, Βη σημείων του πεδίου ορι- 
σμού της [(α). µε αι πι ὃιπ και απ -ὃ Χο, ὃπ -ὸ» Χο ώστε 
(αι) -υ ὃ, Γ(Όι) -Ὁ πι και ῇ Α πι. 


Πως αποδεικνύω ότι ΔΕΝ ισχύει µία 
πρόταση 


2.9.1 ἘΕξάντληση όλων των ενδεχοµένων 


Εξαντλώντας όλες τις δυνατές περιπτώσεις που μπορούμε να έχουµε, 
δείχνοντας ότι καμμία απὀ αυτές δεν είναι ικανή για την ισχύ της 
πρότασης. 


Παράδειγμα 2.28. Για να αποδείξουµε ότι ένας φυσικός π Σ 1 δεν 
είναι σύνθετος (δηλαδή ότι είναι πρώτος), δείχνουμε ότι δεν έχει πρώτο 
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διαιρέη ΡµεΡρ-« νγπ. Έπσι ο αριθµός 401 δεν είναι σύνθετος, αφού 
20 « ν40Ο1] «21 και κανένας απὀ τους πρώτους που είναι μικρότεροι 
από το 20 δε διαιρεί το 401. 


Παράδειγμα 2.29. Να δειχτεί ότι η εξίσωση χ' ΕΘχΧΓ2Ξ0µμεπ 
περιττό φυσικό, δεν έχει ρίζα στο σύνολο των ακεραίων. 


Απόδειξη. Από το θεώρημα των ακεραίἰών ριζών, προκύπτει πως αν η 
εξίσωση έχει ακέραια ρίζα τότε αυτή 9α είναι διαίρετης του σταθερού 
όρου, που είναι ίσος µε 2. Ἆρα εξετάζουμε τις δυνατές περιπτώσεις 
που εἶναι -Ε1,-Ξ2, και συμπεραίνουμε ότι κανένας απόὀ αυτούς τους 
αριθμούς δεν είναι ρίζα της εξίσωσης, αφού 


1” «9:14 2Ξ6320 
29:24 25Ξ5 8350 

(-ι)” -δ.(-1)Ε2ξ-Ι-δδ--2«0 
(-2)”«δ.(-2)Ε2--52--4«0 


οπότε η εξίσωση αυτή είναι αδύνατη στο σύνολο των ακεραίων για 
κάθε θετική περιττή τιμή του π. Π 


2.9.2 Απαγωγή σε άτοπο 


Παράδειγμα 2.90. Να δειχτεί ότι ο αριθµός Ιοσκ µε ΚΣ 1 περιττό 
φυσικό, δεν είναι ρητός. 
Απόδειξη. Έστω ότι ο αριθµός Ίος κ εἶναι ρητός, δηλαδή υπάρχουν 


πι 
πι, πι φυσικοί τέτοιοι ώστε ΙοςΚ - --. Έχουμε τότε 
π 


πι 
Ιοσκ- -- 5 

πι 
105-101 
κ- 10” 5 
Ι' - 1ο” 5» 
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το οποίο εἶναι άτοπο, γιατί ένας περιττός, ο Κ', δε μπορεί να είναι 
ίσος µε ένα άρτιο, τον 10’". Άρα ο αριθµός Ίος κ όπου ΚΣ 1 περιττός 
φυσικός, είναι άρρητος. Π 


2.9.3 Αρνητικό κριτήριο 
12 
; ο, Ι Ιπχ ᾧ 
Παράδειγμα 2.91. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση {(1) Ξ- -- κ 
νο 


δεν έχει τοπικά ακρότατα. 


Απόδειξη. Ἡ συνάρτηση εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη για κάθε 
χὸθ0με 
1 - πχ 


Γαωθτ- οδκ 
Χ 





και εἶναι 


1 -ἵΙπκ 
ΕἘΖΧΞΟ 





.-Ιηχ- 2 -0 
1 --οχὸ - Ἱηχ 


όμµως]ηχ«χ-« 1 - οχὸ για κάθε κχ- 0, και άρα { (κ) Σ Ο, οπότε η 
συνάρτηση {(α) δεν έχει τοπικά ακρότα. Π 


2.9.4 Αντιπαράδειγµα. 


Αρκεί να βρούμε ένα παράδειγµα, τέτοιο ὡστε, µε την υπάρχουσα 
υπόθεση να µην ισχύει το συμπέρασμα της πρότασης, για να καταρ- 
ρίψουμµε την καθολικότητα της ισχύος της. Έστω και αν έχει επαλη- 
θευτεί µε χιλιάδες παραδείγματα. ΔΕΝ ΑΡΚΟΥΝ. 





Ἰ"ἨῬλέπε σχετικά και στη σελ. 26 


40 


9.3. ΠΩΣ ΑΠΟΔΕΙΚΝΥΩ ΟΤΙΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ ΜΙΑ ΤΙΡΟΤΑΣΗ 


Παράδειγμα 2.32 (Πολυώνυμα παραγωγής πρώτων αριθμών). Ο ΕΙ- 
1ετ [0]το 1772, βρήκε ένα πολυώνυμο |"-γεννήτρια παραγωγής πρώτων 
αριθμών. Το πολυώνυµο 


τί) - κἲ «κ-4Ι (9.1) 


τιακΞ 0,1,2,...99 δίνει τιµές που είναι πρώτοι αριθμοί. Κάποιος 
μπορεί να ισχυριστεί ότι µέσω αυτού του πολυωνύμου 9α βρούμε 
όλους τους πρώτους αριθμούς | 

Αντιπαράδειγµα: Για χΧΞ 40 έχουµε Γ(40) Ξ 1681 - 413 που είναι 
σύνθετος. Άρα απορρίπτεται ο προηγούμενος ισχυρισμός. Σκεφτείτε 
τώρα τι δύσκολο 9α ήταν να βρεθεί αντιπαράδειγµα, αν το πλήθος των 
τιμών του χ για τους οποίους Όα είχαμε πρώτους, ήταν τεράστιο. Σε 
αυτή την περίπτωση φαίνεται η αξία αλλά και η αναγκαιότητα της µα- 
θηµατικής λογικής και απόδειξης. Χαρακτηριστική τέτοια περίπτωση 
είναι η υπόθεση ΕΙΕΙΙΒΠΠ, που λέει ότι οἱ µη τετριμμµένες ρίζες ρτης 
συνάρτησης ζήτα |" του ΕΙΕΠΙΔΠΠ, έχουν όλες πραγµατικό µέρος τν 
Έχουν βρεθεί µε τη βοήθεια υπολογιστή, δισεκατομμύρια ρίζες, το 
πραγµατικό µέρος όλων όμως βρίσκεται στην ευθεία αχ Ξ 5. Αν βρε- 
9εί έστω και µία ρίζα µε Κε(ρ) -Ε 5 τότε η υπόθεση ΕΙΕΠΙΑΏΠ Όα έχει 
αποδειχτεί ότι δεν ισχύει. 


Παράδειγμα 2.98 (Πυθαγόρειες τριάδες). Πυθαγόρεια τριάδα αριθ- 
μών ονομάζεται µια τριάδα φυσικών αριθμών α, Ρ, « που ικανοποιούν 
την εξίσωση 


α- ΕΝ’ - σ 





ΊδΏγνα αντίστοιχο πολυώνυμο που οφείλεται στον Ι,ερεπάτε το 1798, εἶναι το 
10ο - κ -κ-ξάΙ, το οποίο δίνει τοὺς ίδιους 40 πρώτους µε αυτό του ΕΕΣ, 
για χΞ 1.2,...40. Ὑπάρχουν και πολλά άλλα, όχι µόνο 2ου βαθμού, τα οποία 
παράγουν μεγαλύτερο πλήθος πρώτων, αλλά έχει αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει µη 
σταθερό πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές που να παράγει πρωτους αριθμούς 
για κάθε ακέραια τιμή του κ. 

1ΡιαΖζ εί µε ΚείΖ) » 1, ορίξεται ὡς συνάρτηση ζήτα του ΕίΕεΠΙΑΠΏ η αναλυτική 


; 1 
συνάρτηση ζ(2) Ξ ») π 
πξ] 
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Είναι δηλαδή ακέραια μήκη πλευρών ορθογώνιου τριγώνου. Ο τύπος 
(πι -- 1)” -- (πὸ --1) (πι µε πιεΝ (9.9) 
µας παρέχει άπειρες τριάδες π.χ. 


τιαπι-2-»(3,4,. 5) 
για πι 3 -» (6, 8, 10) 
τιαπι-4-»(8,Ι15, 11) 


Διαφορετικές τιµές του πῃ, δίνουν και διαφορετικές τριάδες. Όμως ΔΕ) 
µας παράγει ΟΛΕΣ Τις τριάδες, γιατί: 

Αντιπαράδειγµα: Η πυθαγόρεια τριάδα ({, 24, 25) ΔΕ µπορεί να ττρο- 
κύψει ατιό τον τύτιο 2.2, αφού οι αριθμοί πι --1 και πι -1 διαφέρουν 
κατά 2, ενώ οι αριθμοί 24 και 25 διαφέρουν κατά 1. 

Μια πλήρης λύση: Αν α Ξ ι- -υ, Ὦ Όιυ καιςοςΞ ι- «- υ όπου 
π,.υ ε Ν σχετικά πρώτοι μεταξύ τους µε 1 Σ υ και 1 -- υ να είναι 
περιττός, τότε α,Ρ,ο ε Ν ώστε α  υ’ Ξ- σ. Όλες οι τριάδες που 
παράγονται έχουν Μ.Ι.Δ.(α, Β, ο) Ξ 1 και λέγονται πρωταρχικές (οι 
αριθμοί α, Β, « είναι σχετικά πρώτοι μεταξύ τους). '5 


Παράδειγμα 2.94 (Μικρή πλάνη του Εετπιαί). Ο Εετπιαί ισχυρίστη- 
κε το 1640, ότι όλοι οι αριθμοί της µορφής 23 «ΕΙ, όπου πε Ν, 
είναι πρώτοι. Αυτό εἶναι σωστό για π Ξ 0.1.2, 9.4 αλλά όπως απέδει- 
ζε το 17392 ο ΕΗΙΕΥ, για π Ξ 5, ο αριθµός 935’ «Ε 1 -- πολθ41] είναι 
σύνθετος. 6 


Πως πρέπει να είναι ένα αντιπαράδειγµα; 
Έστω ότι θέλω να δείξω ότι ΔΕΝ ισχύει η πρόταση: 





ΊδΏτσι παράγονται όλες οι τριάδες αφού ισχύει ότι αν η τριάδα {α, Β, ϱ) είναι 
πυθαγόρεια, τότε και η (κα, ΚΡ, κο) µε κ ε Ν 9α εἶναι πυθαγόρεια. 

Ἰθείναι 93 «1 -- 4.994.9607.297 -- 6.700.417 641. Έχει αποδειχθεί, ότι πολλοί 
από τους αριθμούς της µορφής 23 -Ε 1 (αριθμοί του Εοιπια!) είναι σύνθετοι, ενώ 
εἶναι ακόµα ανοιχτό το πρόθληµα για το αν υπάρχει άπειρο πλήθος πρώτων αυτής 
της μορφής. 
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Ἂν ισχύει η συνθήκη Ατότε συνεπάγεται η συνθήκη ΕΒ’ 


Αρκεί να βρω ένα παράδειγµα. τέτοιο ὡστε να ισχύει η συνθήκη Α 
αλλά να ΜΗΝ ισχύει η συνθήκη Β. 


Παρατήρηση 2.95. Η έκφραση “να ΜΗΝ ισχύει η συυδήκη Β’, δε 
σηµαίνει ότι οπωσδήποτε θα πρέπει να ισχύει η αυτίδετη - συμπΏηρω- 
µατική έννοια της Β. Αρκεί να ισχύει µια συυδήκη ΙΓ, διάφορη της Β. ή 
καλύτερα µια συυδήκη Γ, µη ικανή για την ισχύ της Β { ΞΡ Ε). 


Παρατήρηση 2.96. Η ύπαρξη ενός αυτιπαραδείγµατος ΔΕΝ εἶναι υκα- 
νή για την ισχύ της πρὀτασης: 


Αν ισχύειη συυδήκη Α τότε συυεπἀγεται τ άρνηση του Β᾽ 
ή αΏΠιὼς 
Αν ισχύει ή συυδήκη Α τότε ΔΕ συυεπἀγεται η συυδήκη Β΄ 


Το αυτιπαράδειγµα εἶναι ικαυνὀ για την απὀδειξη της ΜΗ ισχύος µιας 
πρότασης, αΏΏά ΜΗ ικαυνὀ - µόνο αυαγκαίο - για τηυ απὀδειξη της ι- 
σχύος µιας πρότασης. Με ένα παράδειγµα ΔΕΝ αποδεικνύω µια πρὀτα- 
ση. Τότε δε Θα χρειαζόµασταυ επίπουες και µακροσκεβῃείς αποδείξεις ! 
Και αυτό γιατί: 

Ἔστω ότι θέΏουμε να αποδείξουμε τηυ πρὀταση: 


“Αν ισχύει η συυδήκη Α τότε συνεπἀγεται η συυθδήκη Β΄ 


και υπάρχει ἑνα παράδειγµα ὁπου ισχύουν οι συυθήκες Α και Β. Η 
ταυτὀγχρονη ὁμως ισχύς των Α και Β. ΔΕ σημαινει ότι είναι και καδΟ- 
Λυκή, ὀτι ισχύουν δη Παδή πάντα, σε κἀδε περίπτωση. Ακόμα καιαυν η 
ισχύς τους είναι καδοΛλική, δε γυωρίζουµε αυ η συυδήκη Α εἶναι ικαυή 
για την ισχύ της συυδήκης Β. Μπορεί να συμµδαίνει και το αυτίστροφο. 
δηΛαδή Β 3 Α. Είναι βἐέδαια πιδανὀ να εἶναι ισοδύναμες, Α 5 ΕΒΕ, 
αββά αυτὀ αποτεῄεί µία µόνο περίπτωση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΣ2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ 


Κεφάλαιο 3 


ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΑΝΤἩΙΘΕΤΟΥ 


Στο κεφάλαιο αυτό, δίνεται µια βασική μεθοδολογία για την απόδειξη 
της άρνησης βασικών εννοιών, για την απόδειξη της ΜΗ ισχύος µιας 
συνθήκης. Δηλαδή, ότι ΔΕΝ έχει ρίζα, ότι ΔΕΝ είναι μονότονη, Κτλπ., 
χρησιμοποιώντας την προαναφερόµενη θεωρία, και Κατά κύριο λόγο 
την αντιθετοαντιστροφή γνωστών προτάσεων. 


3.1] Ακολουθίες 


1. Μια ακολουθία αι ΔΕ συγκλίνει στο Ρε Ἑ αν ισχύει ένα 
από τα παρακάτω: 


(α) Υπάρχει υπακολουθία της του συγκλίνει στο πι δ. ' 


αι Ἔαρ αρ". τα 
[ο μη 


π 
(Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης Οα11οΏγ: Αν ἥπιαι Ξ 
ὁ εξ τότε [πιο πα -- β) 


() Αποζκλίνει. 


(δ) Είναι φραγµένη από 2 ακολουθίες που συγκλίνουν στο πι 
πεπεἩ 





1Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.50 στη σελ. 95 
Ἀδντιθετοαντισιροφή της πρότασης 6.38 στη σελ. 93 
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2. Μια ακολουθία ΔΕ συγκλίνει (αποκλίνει) αν ισχύει ένα ᾱ- 
πό τα παρακάτω: 
(α) ΔΕΝ είναι βασική. 
(2 ΔΕΝ είναι φραγµένη. 
(Γ) Υπάρχει µια τουλάχιστον υπακολουθία της που αποκλίνει. ὃ 


(δ) Υτιάρχουν 2 υπακολουθίες της που συγκλίνουν σε διαφο- 
ρετικά όρια. ὃ 
(Πολλές φορές βοηθάει να πάρουμε τις ακολου- 
δίες των ἁρτιων και περιττών όρων της αμ, δηλαδή 
τις αοπ Και αρ. ι.) 


9. Μια ακολουθία ΔΕΝ είναι φραγμένη αν ισχύει ένα από τα 
παρακάτω: 
(α) Είναι μονότονη και αποκλίνει. ΄ 
(β) Υπάρχει υπακολουθία της που είναι ΜΗ φραγµένη. ἕ 
(Γ) Καμμία υπακολουθία της ΔΕ; συγκλίνει. Ὁ 
4. Μια ακολουθία ΔΕΝ είναι μονότονη αν ισχύει ένα από τα 
παρακάτω: 
(α) Είναι φραγµένη και αποκλίνει. |Ὁ 


(β) Απιοκλίνει και έχει υπακολουθία που συγκλίνει. '! 





Ἀβντιθετοαντισιροφή της πρότασης: 

Μια ακολουθία συγκλίνει αν και μόνο αν είναι βασικἠ 
Ἀβντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.4 στη σελ. 87 
δΑντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.50 στη σελ. 95 
ΒΑντιθετοαντισιροφή της πρότασης 6.50 στη σελ. 95 
Ζβντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.9 στη σελ. 88 
ΒΑντιθετοαντισιροφή της πρότασης: 

Κάθε υπακολουθία φραγµένης ακολουθίας, είναι φραγμένη 
θΑντιθετοαντισιροφή της πρότασης 6.46 στη σελ. 94 

ἸΟΑντιθετοαντισιροφή της πρότασης 6.9 στη σελ. 88 
11Αντιθετοαντισιροφή της πρότασης: 

Αν µια μονότονη ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία τότε συγκλίνει 
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3.9. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


3.2 Συναρτήσεις 


1. 


Δύο συναρτήσεις [6 ΔΕΝ είναι ίσες αν ισχύει ένα από τα 
παρακάτω: 


(α) Έχουν διαφορετικό πεδίο ορισµου, Ρ;  Ώι. 
(β) Εφόσον Ρ;/ Ξ Ώι- Α υπάρχει χε Α ώστε [(α0)  ο(αο). 


. Έστω 2συναρτήσεις{Γ:Α »ἜΈπκαιο:Β-υ κ. 


Η σύνθεση {9ο 6 ΔΕΝ ορίζεται αν: 


Ο(ΒΩΑΞ Ο 


. Ἑστω συνάρτηση /{: Α -Β. 


Το Β ΔΕΝ είναι σύνολο τιµώντης [Γ αν: 

Υπάρχει ν) ε Β ὡστε για κάθε χε Ανα είναι [(ακ) π υ. Με 
άλλα λόγια, αν υπάρχει 3) Εε Β ώστε η εξίσωση {(α) Ξ 1. να είναι 
αδύνατη για κάθεκχεΔ. 


«Το α εξ ΔΕΝ ανήκει στο σύνολο τιμώντης {[αν: 


Η εξίσωση {(α) Ξ α είναι αδύνατη για κάθε χ στο πεδίο ορισμού 
ος δ., 


. Ἡ συνάρτηση {(κ) ΔΕΝ είναι περιοδική αν ισχύει ένα από 


τα παρακάτω: 
(α) Δεν υπάρχει Τ ε ΚΕ” τέτοιο ώστε {(« - Τ) Ξ {Ε(ία) για κάθε 
χε. 
(6) ἩΗ Γ) είναι μονότονη. 
() Η {(α) εἶναι “1-1”. 
(5) Έχει οριζόντια ή πλαγια ασύμπτωτη. 


(ε) Η ΓΑ) ΔΕΝ εἶναι περιοδική. | 





12Εικτός πεδίου ορισμού είναι δυνατό να υπάρχουν ρίζες της εξίσωσης. 
18Αντιθετοαντισιροφή της πρότασης 9.1 στη σελ. 137 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΑΝΤΙΘΕΤΟΥ 


6. Η συνάρτηση /(«) ΔΕΝ είναι άρτια αν ισχύει ένα από τα 
παρακάτω: 
(α) Ἡ Γ(ᾳ) είναι μονότονη. 
(8) Ἡ {Γ(α) είναι “1-1”. 
() Υπάρχει χε Ρ/ ὡστε {(-ακ)- {Εὖ. 


7. Ἡ συνάρτηση {(α) ΔΕΝ είναι περιττή αν: 
Υπάρχει χ ε Ώ/ ώστε {(-α) --[μ. 


δ. Η συνάρτηση /(κ) ΔΕΝ είναι "1-1’’ στο /); αν ισχύει ένα από 
τα παρακάτω: 
(α) Υπάρχει ν στο σύνολο τιµών της {(α) ώστε η εξίσωση {Γ(α) Ξ 
ν να έχει 2 διαφορετικές μεταξύ τους ρίζες ὠς προς κ εῦ). 
(Π εξίσωση {(α) Ξξ υ ΔΕΝ έχει μοναδική λύση ὡς προς 
ρα- Γ)/) 
(β) Υπάρχουν χι,Χο ε ΏΓ µε χι Ἕ χο ώστε [(αι) Ξ Γωο). 
(Στην πράξη. συνήθως προσπαθούμε να βρούμε 
δύο διαφορετικές ρίζες της {(1).) 
Υπάρχει σύνολο Ας Β; ώστεγια κάθε χε Αη συνάρτηση 
είναι σταθερη. 


Είναι Ώ/Ξ ΑΗ Βκαι/[(Α)Ω/{(Β) 0. 


ου 


(Ύ΄ 


(δ' 


ν.” 


(ε) Το Ρ/ είναι διάστηµα και η / είναι συνεχής και ΜΗ γνησίως 
μονότονη σε αυτό. |: 


-ᾱ 


(ας) Είναι περιοδική. 


ίς 


μ-- 


Είναι άρτια ή πιο γενικά, έχει συμμετρία ὡς προς κατα- 
κόρυφο άξονα. 


9. Μια συνάρτηση ΔΕΝ αντιστρέφεται αν: 


ΔΕΝ είναι “1-1”. 





14Αντιθετοαντισιροφή της πρότασης 8.37 στη σελ. 128 
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3.9. ΟΡΙΑ 


10. Μια συνάρτηση ϱ ΔΕΝ είναι αντίστροφη της / αν ισχύει 
ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ 6 ΔΕΝ είναι “1-1”. 


(β) Ὑπάρχει χο Ε Γᾳ ώστε 6(αο) 6 ὈΓ ἡ αλλιώς υπάρχει χο Εε Ρ/ 
ώστε [(αο) 6 Ὀᾳ. 


(0 1 ΒΙ ἡ Ρ/ 1 Ίο. 


11. Ἡ συνάρτηση {(α) ΔΕΝ είναι φραγµένη στο 1); αν ισχύει 
ένα από τα παρακάτω: 


(α) Υπάρχει χε Ώ; ώστε |Γᾳο) Σ ὃ για κάθε ὃ Σ 0. 
(6) Έχει κατακόρυφη ἡ πλάγια ασύμπτωτη. 


(/) Έχει µη φραγμένο σύνολο τιμών. 


3.3 Όρια 


1. Το όριο της συνάρτησης /{(«) καθώςτοκχ -Ὁ χο ΔΕΝ ισούται 
με ῥε]ξ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Το Ηπι [Γ() ΔΕΝ υπάρχει. 
Χ-ὸ»χο 
(6) Είναι πι [(α) - πι ϱ. 
Χ-ὃ»Χο 
(γ) Είναι πι [οἱ τε 4. 
Χ-ὸ»Χο 


(δ) Υπάρχει ακολουθία αμ, πε ΊΝ, αι -ὃ» Χο ώστε ΗΠι Γ(αι) -ε ὃ. 
(ε) Κάτιοιο από τα πι [(α) ἡ πι [(α) εἶναι διάφορο του ῥ. 
Χ-ο»Χο Χ-οχο 
(Εήναι χρήσιμο στις συναρτήσεις πολλαπλού τύπου, 
όπου στην περίπτωση που αλλάζει ο τύπος στο χο, 


επιλέγουμε τον πιο εὐκολο τύτιο για τον ὑτιολογι- 
σµό του ορίου.) 
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2. Το Ιἶπι Γ(κ) ΔΕΝ υπάρχει στο Ἐὶ’ ({4οο) αν ισχύει ένα από 
Χ-ὸ»χο 


τα παρακάτω: 


(α) Κάποιο απότα [πι Γ(α) ἡ πι Γ(«) ΔΕΝ υπάρχειστο]ξ 
Χ-ο»Χο Χ-οχο 


{4:ο9}. 
(8) Είναι πι Γ(1) 4 Επι {(α). 
Χ-οχο Χ-οχο ο 


() Υπάρχει ακολουθία απ, πι ΕΙ, απ -ὃ» χο ώστε το Ππι [ (απ) 
ΔΕΝ υπάρχει στο Κ Ο {3:οο]. 


(δ) Υτιάρχουν ακολουθίες απ. Βπ. πι Ε Ν, µε απ πὲ Ὀπ για Κάθε 
πΕεΝ, και αι -» Χο, Βπ -ὃ» Χο ὡστε Πτα { (αι) πε πι { (Ον). 


(ε) Ἡ Ε εἶναι άθροισμα, γινόμενο ή πηλίκο δύο συναρτήσεων, 
από τις οποίες η ΜΙΑ ΜΟΝΟ ΔΕΝ έχει όριο στο Κ υ {-:οο] 
καθώςτο κ -Ὁ χο. Το όριο της άλλης ανήκει στο Ε”. 5 
Για παράδειγµα: 

Έστω ΓΞξ α6-Π και πι ο(κ) Ξ εκ ενώ Επι Π(κ) ΔΕΝ 
Χ-ὉοΧρ Χ-οὸχο 
υπάρχει στο ΚΙ’ {--οο]. Αν το όριο της Γ υπάρχει και είναι 
Ἠπι [(κ) Ξ πι ε Ἰ ἠ -οο, τότε επειδή Π Ξ Γ--α, έχουμε 
Χ-»Χχρ 
Ηπι (κ) Ξ (πι-- ϐ εξ ἡ ισούται µε -οο. 
Χ-ὃ»Χχρ 
ΑΤΟΠΟ. 
Άρα το Ππι {(α) ΔΕΝ υπάρχει στο Κ υ {3-οο]. 
Χ-ὃ»Χχρ 


Παρατήρηση 9.1. Αν ΚΑΙ οι δύο συναρτήσεις δευ έχουν 
όριο, τὀτε ίσως το ἀδροισμα. γινόμενο ἡ πη Πίκο αυτών να 
έχει ὁριο. Ἔσιω ο(α) Ξ- ς καιτι(κ) Ξ κ-- οπότε [(α) Ξ- 
ο(α) « Π(α) Ξ κ. Τα ὁρια τωυ ᾳ και] ΔΕΝ υπάρχουν καδώς 
τοκχ -» 0. εἶναι όμως Ππῃ 09) Ξ{εκ. 





15Το όριο δεν είναι απαραίτητα διάφορο του μηδέν, μόνο όµως στην περίπτωση 
του αθροίσµατος, όπως βλέπουμε και στο παράδειγµα. 
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3.4. ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


3.4 Συνέχεια 


1. Ἡ συνάρτηση / ΔΕΝ είναι συνεχής στο ο εΡ;ς Καν 
ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Το πι [Γ() ΔΕΝ υπάρχει στο κ. 
Χ-ὸ»Χο 
(6) Είναι πι Γ(α) σε Ε(αο). 
Χ-ὃ»Χο 
(Γ) Η συνάρτηση |{()| ΔΕΝ είναι συνεχής στο χο. 


2. Ἡσυνάρτηση { ΔΕΝ είναι συνεχήςστοΔς ΏΒ,ς Κανισχύει 
ένα από τα παρακάτω: 


(α) Υπάρχει χο Ε Δ στο οποίο η Γ ΔΕΝ είναι συνεχής. 


(β) Το Δ είναι διάστηµα και η Γ είναι “1-1” και ΜΗ γνησίως 
μονότονη σε αυτό. 9 


(Γ) Το Δ εἶναι διάστηµα και η συνάρτηση Γ ΔΕΝ έχει την τδι- 
ότητα των ενδιάμεσων τιµών σε αυτό. '7 


(δ) Το Δ είναι κλειστό διάστηµα και η συνάρτηση {Γ ΔΕΝ πα- 
ρουσιάζει μέγιστη και ελάχιστη τιμή σε αυτό. Με άλλα 
λόγια ΔΕΝ είναι φραγµένη σε αυτό. |ὃ 


(ε) Το Ε(Δ) ΔΕΝ εἶναι διάστηµα και η Γ εἶναι ΜΗ σταθερή στο 
διάστηµα Δ. |" 


(6) Το Δ είναι κλειστό διάστηµα και η συνάρτηση Γ ΔΕΝ εἶναι 
ολοκληρώσιμη κατά ΕΙΕΠΙάΠΠ σε αυτό. Ὁ 


(ϐ Το Δ είναι κλειστό διάστηµα και η συνάρτηση Γ ΔΕΝ έχει 
αρχικἠ σε αυτό. 5: 





Ἰθαντιθετοαντισιροφή της πρότασης 8.37 στη σελ. 123 
1ΤΑντιθετοαντισιροφή της πρότασης 8.25 στη σελ. 117 
1δαντιθετοαντισιροφή της πρότασης 8.28 στη σελ. 120 
19Αντιθετοαντισιροφή της πρότασης 8.44 στη σελ. 128 
Ἀθβντιθετοαντισιροφή της πρότασης 10.6 στη σελ. 174 
ἈλΑντιθετοαντισιροφή της πρότασης 10.21 στη σελ. 181 
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38.5 Παραγώγιση 


1. Η συνάρτηση { ΔΕΝ είναι παραγωγίσιµη στο 2ο ε Ὦι αν 
ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Το Ππι --- ΔΕΝ εἶναι πραγματικός αριθµός. 
Χ-ὸ»χο 
(Είναι -- ἠ ΕΝ. υπάρχει.) 
(8) Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ είναι συνεχής στο χο. 
2. Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµαλς 
ΡὈ/ Εε Κ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Υπιάρχει χο Ε Δ στο οποίο η Γ ΔΕΝ είναι παραγωγίσιµη. 


3.6 Μονοτονία και ακρότατα 


1. Ἡ συνάρτηση {(κ) ΔΕΝ είναι μονότονη στο Γ; αν ισχύει ένα 
από τα παρακάτω: 


(α) Ὑπάρχουν χι,Χ.,χοΕεΏΓμεχΧι «ο « χρώστε/[(αι) «Γ(α0) 
και [ϱ) ΣΓ09). --- 
(Δηλαδή ο λόγος  -. ΔΕ διατηρεί σταθερό πρόση- 
μο) 

(β) Υπάρχουν χι,» Εε Ώ/ ώστε Γ (αι) ὸθ0και [ ας) «0. 
(Δηλαδή η Γ΄ ΔΕ διατηρεί σταθερό πρόσημο) 

(γ Η Γ ΔΕΝ είναι “1-1”στο Ρ;. - 

(5) Το Β; εἶναι διάστηµα και η Γ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο 
σε εσωτερικό σηµείο του Γ;. 


(ε) Το Ὦ; Και το σύνολο τιµών της { είναι διαστήματα, Καιη { 
ΔΕΝ εἶναι συνεχής. 





ἈβΑντιθετοαντισιροφή της πρότασης 8.91 στη σελ. 121) 
Ἀθβντιθετοαντισιροφή της πρότασης 8.40 στη σελ. 125 
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3.6. ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΑΚΡΟΤΑΤΑ 


(6) Το Β/ είναι Κλειστο διάστηµα και η Γ ΔΕΝ είναι φραγµένη 
σε αυτό. 34 


(ϐ Το ΒὮ; είναι Κλειστο διάστηµα και η {Γ ΔΕΝ είναι ολοκλη- 
ρώσιμη σε αυτό. 35 


2. Ἡ συνάρτηση / ΔΕΝ είναι μονότονη σε κανένα υποδιάστη- 
μα Δ΄ ενός διαστήματος Λ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Σε κάθε υποδιάστηµα Δ΄ του διαστήματος Δ, υπάρχουν 
Χι, Χο,Χα Ε Δ΄ µε Χι « Χο « χα ὡστε Γίαχι) « Γω9) και 


46)» /{αἱ). 


(Δηλαδή ο λόγος 


χο) -- [ία 
409) 83) ΔΕ διατηρεί σταθερό πρόση- 
Χο” Χι 


μο πουθενά.) 6 
(6) Σε κάθε υποδιάστηµα Δ΄ του διαστήματος Δ, υπάρχουν 


Χι, Χο Ε Δ΄ ώστε [ (αι) Ἔθκαι [ (0) «0. 


(Δηλαδή η Γ΄ ΔΕ; διατηρεί σταθερό πρόσημο πουθενά.) 5’ 


9. Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ παρουσιάζει τοπικό ακρότατοστοκ-«- 
χο Ε Ώ; αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση Γ είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο 
χο του διαστήματος Δε Ρ/; και είναι [’(αο) 4 0Ο. 3ν 
(8) Ἡ συνάρτηση { ἐχει το ἰδιο εἶδος µονοτονίας αριστερά και 


δεξιά του χο και είναι συνεχής στο χο. 


4. Ἡ συνάρτηση Γ ΔΕΝ παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στο α- 
νοιχτό διάστηµα Λ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 





ΑΑντιθετοαντισιροφή της υτιοσηµείωσης 2 στη σελ. 176 

Ἀδβντιθετοαντισιροφή της πρότασης 10.10 στη σελ. 176 

Ἀθβλέπε εφαρµογή αυτού του τρόπου απόδειξης στο παράδειγµα 5.3 στη σελ. 72. 

ἈἸΒλέπε εφαρµογή αυτού του τρόπου απόδειξης στο παράδειγµα 9.49 στη 
σελ. 158. 

Ἀδβντιθετοαντιστροφή του Θ.Εεγπιαί. 
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(α) Ἡ συνάρτηση { είναι παραγωγίσιµη στο Δ και είναι Γ΄) Ε 
Ογια κάθεκχεΔ. 


(8) Η συνάρτηση είναι μονότονη στο Δ. 


Φ. Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ παρουσιάζει ολικά ακρότατα στο δι- 
άστηµα Δ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση {Γ ΔΕΝ παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στο α- 
νοιχτό διάστηµα Δ. 


(β) Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ "Ὁ είναι φραγµένη στο διάστηµα Δ, 
είτε αυτό εἶναι ανοιχτό, είτε κλειστό. Ὁ 


3.7 Κυρτότητα και σηµεία καμπής 


1. Η συνάρτηση / ΔΕΝ είναι κυρτή (κοίλη) στο διάστηµαΔς 
Β/ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Η /Γ είναι παραγωγίσιµη στο Δ και η παράγωγος {(α) είναι 
φθίνουσα (αύξουσα) σε κάποιο υποδιάστηµα του Δ. 
(8) Η { είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο Δ και εἶναι Γ”(α) « 


Ο(/”(9) Σ 0) σε κάποιο υποδιάστηµα του Δ. 


2. Ἡ συνάρτηση [Γ ΔΕΝ παρουσιάζει σηµεία καμπής στο δι- 
άστηµα Δ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ /Γ είναι παντού κυρτή (ἡ κοίλη) στο Δ. Δηλαδή για κάθε 
χΕεΔείναι [”(κ) Σ2ο(ή Ες 0). 5ἱ 





Ἀθλιπορεί όµως να εἶναι φραγµένη και παρόλα αυτά να µην έχει ολικἀά ακρότατα. 
Βλέπε παράδειγµα 5.15 στη σελ. 79 

θθβίναι όµως πιθανό να έχει τοπικά ακρότατα. 

θ]Βλέπε πρόταση 9.55 στη σελ. 161. 
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3.δ. ΑΣΥΜΠΗΠΗΤΩΤΕΣ ΕΥΘΕΊΕΣ 


(6) Η { εἶναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο Δ και είναι Γ’(α) ε 
ΟΥγια κάθε κ ε Δ. 3 


9. Ἡ συνάρτηση /Γ ΔΕΝ παρουσιάζει σηµείο καμπής στο χ Ξ 
χο Ε Ώ; αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ /Γ είναι κυρτή (ή κοίλη) γύρω απὀ το «ο. 

(6) Ἡ Γ είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο χο και είναι Γ΄ (κο) -Ε 
0. 

(/) Η γραφική παράσταση της Γ ΔΕΝ δέχεται εφαπτομένη εὖ- 
θεία στο «ο. 


3.5 Ασύμπτωτες ευθείες 


1. Η συνάρτηση { ΔΕΝ έχει καμμία κατακόρυφη ασύµπτωτη 
αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Το πεδίο ορισμού είναι κλειστό διάστηµα και η { είναι 
συνεχής. 
ΠΡΟΣΟΧΗ! Αν η {Γ ΔΕΝ είναι συνεχής τότε ἴσως 
έχουµε κατακόρυφη ασύμπτωτη, π.χ.: 
Ἡ συνάρτηση 


είναι ορισμένη στο Κλειστο [0, 51, ΔΕΝ εἶναι συ- 
νεχής στο σ, Και επειδή Ἠπι Γ(4) Ξ οο η ευθεία 
χος 


--ᾱ, ος ΄ η ῃ 
ΧΞ ο είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Γ. 





ἈβΑντιθετοαντισιροφή του θεωρήματος: 
Αν µια συνάρτηση / είναι δύο φορές ταραγωγίσιµη και το Αί(αο. [(αο)) είναι σηµείο 
καμπής της γραφικής παράστασης της [, τότε [’'(αο) Ξ 0. 


5ο 
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(8) Ἡ συνάρτηση / εἶναι φραγµένη. Ισοδύναμα, το σύνολο 
τιμών της είναι φραγμένο. 


() Η συνάρτηση Γ εἶναι συνεχής στο Ἐ. 


2. Ἡ συνάρτηση / ΔΕΝ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη στοκ 
Χο αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ έχει καμμία κατακόρυφη ασύμπτωτη. 
(6) Ἡ συνάρτηση { είναι συνεχής στο κ κο. 
(Γ) Το πι [Γ(α) είναι πραγματικός αριθµός. 
Χ-ὸ»χο 
(δ) Το πι Γ(ακ) ΔΕΝ υτιάρχει. 
Χ-ὸ»χο 


9. Ἡ συνάρτηση / ΔΕΝ έχει οριζόντια ασύμπτωτη αν ισχύει 
ένα από τα παρακάτω: 


(α) Το πεδίο ορισμού είναι φραγμµένο σύνολο. 
. Χ ας ΄ ΄ 
(β) Είναι πι 109 Ξρετλκ' εἴε ΔΕΝ υπάρχει. 
Χ-ωθοο χ 
(Γ) Είναι πι [(α) Ξ Ξεοο είτε ΔΕΝ υτιάρχει. 
Χ-οὸἜου 


4. Η ευθεία 1! - β ΔΕΝ είναι οριζόντια ασύµπτωτη της συνάρ- 
τησης / αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ έχει οριζόντια ασύμπτωτη. 
(β) Είναι πι {(α0) Ξξτεκ--β]. 


9. Ἡ συνάρτηση Γ ΔΕΝ έχει πλάγια ασύµπτωτη αν ισχύει ένα 
από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση Γ είναι φραγμµένη. 


(β) Το πεδίο ορισμού είναι φραγμµένο σύνολο. 


: Χ ς 
(Γ) Είναι πι κο Ξ- 0 ἡ -«-οο ἡ ΔΕΝ υτιάρχει. 
Χ-ὃ»Ἔοο Χ 


9.0. ΡΙΖΕ)Σ, ΕΞΙΣΚΟΣΕΚΟΝ 


6. Ἡ ευθεία ) - Αχ - β ΔΕΝ είναι πλάγια ασύµμπτωτη της 
συνάρτησης { αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 
(α) Ἡ συνάρτηση {Γ ΔΕΝ έχει πλάγια ασύμπτωτη. 
(0) Είναι πι ({() - χ-- β)Ξ εκ" είτε ΔΕΝ υπάρχει. 
Χχ- ου 


ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΙΚΑ: 


7. Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ έχει ασύµπτωτες αν ισχύει ένα από τα 
παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση Γ είναι συνεχής µε πεδίο ορισμού φραγμµένο 
και κλειστό διάστηµα. 


(6) Το πεδίο ορισμού καιτο σὐνολοτιμώντης { είναι φραγµένα 
σύνολα. 


(/) Η συνάρτηση Γ είναι συνεχής µε πεδίο ορισμού κλειστό 


. Χ ῃ η 
διάστηµα, και Ππι ---Ξ -εοο ἡ ΔΕΝ υπάρχει. 
Χ-λθοο Χ 
(α) 


(δ) Ἡ { εἶναι φραγµένη και πι 20 Ξ Ἔρο ή ΔΕΝ υπάρχει. 


Χ-οάοο Χ 


3.9 Ρίζες εξισώσεων 


1. Η εξίσωση {(«) Ξ 0 ΔΕΝ έχει καμμία ρίζα (ΑΔΥΝΑΤΗ) στο 
πεδίο ορισμού της /, αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 
(α) Το μηδέν ΔΕΝ ανήκει στο σύνολο τιμών της Γ. 
(8) Είναι {00 Σο(ή {0 «θ)γιακάθεχευῦ). 


(ϱ) Η Γ παρουσιάζει στο χο ολικό ακρότατο ἰσο µε {(αρ). µε 
την εξής ιδιότητα: 
Είναι ολικό ελάχιστο µε {(αϱ) Σ 0. ἡ είναι ολικό μέγιστο 
με [(αο) Ξ 0. 


οἵ 
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2. Η εξίσωση {(κ) Ξ ΟΔΕΝ είναι ΑΔΥΝΑΤΗ (έχει ΜΙΑ τουλάχι- 
στον ρίζα) στο πεδίο ορισμού της {, αν ισχύει ένα από τα 
παρακάτω: 


(α) Το μηδέν ανήκει στο σύνολο τιµών της Γ. 
(6) Η { είναι συνεχής και: 
Ι. Το μηδέν βρίσκεται μεταξύ της ελάχιστης καιτης µέγι- 
στης τιμής της Γ. 
ἩΠ, Ὑπάρχουν α,β στο πεδίο ορισμού της Ε, τέτοια ώστε 
{(α): (8) «ο. 
Π], Ὑπάρχουν α,β στο πεδίο ορισμού της Ε, τέτοια ώστε 
Γ«θςβ. 
() Η Γ έχει αρχική συνάρτηση Ε και: 
1. Ἡ συνάρτηση Ε έχει τοπικό ακρότατο. -ὃ 
ἩΠ, Ὑπάρχουν α,β στο πεδίο ορισμού της Ε’, τέτοια ώστε 
Ε(α) Ξ Ε(β). 59 
Π, Ἡ συνάρτηση Ε ΔΕΝ είναι “1-1”. ὃἹ 
ἵν. Ὑπάρχουν α, β στο πεδίο ορισμού της Ε, τέτοια ὥστε 


{(α): 8) «ο. 
9. Το χ Ξ Ρρ ΔΕΝ είναι ρίζα της εξίσωσης /(α) Ξ Ο, αν ισχύει 
ένα από τα παρακάτω: 
(α) Είναι {(0) 4 0. 
(β) Ἡ εξίσωση {(α) Ξ 0 είναι ΑΔΥΝΑΤΗ. 


() Ὑπάρχειρι εΏ;μεβρ τΣ Ρι και είναι [(ρι) Σ0καιη /{ είναι 
αύξουσα για κ Ρι. 





Δ9Εφαρµογή του Θ.Βοζαπο στο διάστηµα [α, β] 
Εφαρµογή του Θ.Ενδιάµεσων Τιμών στο διάστηµα [α, β] 
ὀδβφαρμογή του Θ.Εοττηαΐ στη συνάρτηση Ε 
ΔδΕφαρµογή του Θ.Βο]ϊε στη συνάρτηση Ε στο διάστηµα [α,β] 
Ἀτβντιθετοαντισιροφή της πρότασης: 

Αν Γ (κ) Έ0γιακάθεκχε ΒΓ τότε η { εἶναι “1-1” 
ΔδΕφαρµογή του Θ.ΡΏατβοικ στη συνάρτηση Ε στο διάστηµα [α, β] 
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3.10. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 


3.10 Ολοκλήρωση 


1. Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ είναι ολοκληρώσιµη στο κλειστό δι- 
άστηµα Δς ΒΡΕ} αν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση Γ ΔΕΝ είναι φραγµένη στο διάστηµα Δ. 
(6) ΗἩ συνάρτηση /Γ έχει υπεραριθµήσιμο πλήθος σημείων α- 


συνέχειας στο διάστηµα Δ. 


2. Ἡ συνάρτηση ΓΕ ΔΕΝ είναι αρχική (ή αλλιώς παράγουσα) 
της { στο διάστηµα Δς Β; εξ αν ισχύει ένα από τα παρα- 
κάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση Ε ΔΕΝ εἶναι παραγωγίσιµη στο Δ. 
(0) Υπάρχει χο Ε Δώστε Ε(αρ) ᾷ Γ(αο) 
9. Ἡ συνάρτηση {Γ ΔΕΝ έχει αρχική (ή αλλιώς παράγουσα) 


στο κλειστό διάστηµα Δς Β; ε Ἐ αν ισχύει ένα απὀ τα 
παρακάτω: 


(α) Ἡ συνάρτηση { ΔΕΝ έχειτην ιδιότητα τῶν ενδιάμεσων τιμών 
στο Δ. {! 


(8) Η Ε είναι άθροισμα δύο συναρτήσεων από τις οποίες η ΜΙΑ 
ΜΟΝΟ ΔΕΝ έχει αρχική στο Δ. 


(Γ) Το γινόμενο Γ:6 ΔΕΝ έχει αρχική στο Δ, όπου η συνάρτηση 
6 έχει συνεχή παράγωγο στο Δ. 

(δ) Το γινόμενο Γ:6 ΔΕΝ έχει αρχική στο Δ, όπου η συνάρτηση 
6 είναι συνεχής στο Λ και η Γ είναι φραγµένη στο Δ ή είναι 
Γ(α) «Ογιακάθεκχ εδ. 





ΒθΏλέπε το συμπέρασμα 10.4 στη σελ. 174 
4ΟΒλέπε την υποσηµείωση 4 στη σελ. 179, Καιτην πρόταση 10.138 στη σελ. 176 
4]Βλέπε την παρατήρηση 10.18 στη σελ. 180 
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3.11 Όρια συναρτήσεωνπου ΔΕΝ υπάρχουν 


10. 
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--- 
Ἠπι τπτ» Ἡε πι περιττό φυσικὀ αριθµό. 


χοοΧ 


--- 
Ηπῃι οἵη -- 
Χ-»0 να 


' 1 
Ἠπιοος -- 
Χ-»0 μα 


Ἠπι σἵη χ 


Χ-ο»Ἔοου 


Ἠπι οοςχ 


Χ-οὸἜοου 


Ππι «ηπχ,μεκεζ 


Χ-ο]κπ- 5 


πι εοίχ,µεκεζ 


Χ-ο]επ 


Ηπ[χ] µεπεν 


Χ- δι 


. πα - [χ),μεπεν 


ο} απ. χεο 
πι 00, ο ο. Εκ), χεξλο 
µε χο Ε Ἑ τέτοιο ώστε α(αο)  Ρ(αο) 


Μέρος || 


ΑΝΤΙΠΑΡΑΛΗΙΓΜΑΤΑ 


61 


Κεφάλαιο 4 


ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


4.1 Σύνολα 


Ορισµός 4.1. Έστω Ω το βασικό σύνολο και δύο υποσύνολα αυτού, 
τα Α και Β. 


1. Τα Α και Β εἶναι ξένα ἡ αλλιώς ασυµθίθαστα όταν ΑΩΒΞ 06. 
δηλαδή 
ΧεβσκχςΒ 


ή ισοδύναμα 
ΧΕΒΞΟΧΕάΑ 


2. Τα Α και Β είναι αντίθετα ή αλλιώς συμπληρωματικά όταν 
είναι ξένα και επιπλέον Α Β - Ω. Γράφουμµε τότε Α Ξ Β’ και 
ΒΤΞ Α’. 
Πρόταση 4.2. Αν δύο σύνοβα είναι αντίθετα μεταξύ τους τότε εἶναι και 
ξένα. 


Ισχυρισμός 4.3. Αυ δύο σύνοβα εἶναι ξένα μεταξύ τους τότε είναι και 
αυτίδετα. 

Αντιπαράδειγµα 4.4. Έστω Ο Ξ {1,2,9) το βασικό σύνολο, και τα 
σύνολα ΑΞ {1} και Β - (2). Είναι ξένα μεταξύτους αφού ΔΩΒΞΟ, 
αλλάβΒΞ (1,2) - Ω οπότε ΔΕΝ εἶναι αντίθετα. 
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Ισχυρισμός 4.5. Αν για δύο σύυοβα Α. Β ισχύει ότι Αι) Β Ξ Ω τότε 
εἶναι αυτίδετα. 


Αντιπαράδειγµα 4.6. Έστω Ω Ξ {1,2, 9} το βασικό σύνολο, και τα 
σύνολα ΔΞ {1,2)] και Β - {2, 9]. Ισχύει ότι ΑΙ) Β- Ω αλλά ΔΕΝ είναι 
ζένα αφού ΑΩΒ Ξ (2) « 6, οπότε ΔΕΝ είναι αντίθετα. 


Ισχυρισμός 4.7. Αυ τα σύνοβα Α. Β είναι ξένα τὀτε είναι ξένα και τα 
Α’ και Β’. 


Αντιπαράδειγµα 4.686. Έστω Ο Ξ (1.2, 9) το βασικό σύνολο, και τα 
σύνολα ΑΞ {1 και Β - {2} οπότε Α΄ - {2,9} και Β’ Ξ (1,9). Ισχύει 
ότι ΑΩΒ Ξξ ϱ αλλά τα Α’ και Β’ ΔΕΝ εἰναιζένα αφού Α΄ΩΒΡ’ Ξ (9) 2. 





Ισχυρισμός 4.9. ΑυΑΦ ΒτὀτεβΒς Α. 


Αντιπαράδειγµα 4.10. Μπορεί τα σύνολα Α, Β να είναι ξένα μεταξύ 
τους οπότε είναι Α ό Β και Β ό Α. Υπάρχει επίσης και η περίπτωση 
τα σύνολα Α, Βνα µην εἶναι ξένα μεταξύ τους, και παρόλαυτά να είναι 
ΑΦόβπκαιβσόΑ: 

ΑΞ(1,2]καιβΒ (2,9)οπόεΑΩΒΞ(Ι2)« 2 


Πρόταση 4.11. Έστω 3 σύνοβα Α. Β, Ο. Αυ Α - Β τότε 
1. ΑωςΞΡΒδωύς 


2. ΑΠΟΞΡΩΟ 
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Δ.Ι. ΣΥΝΟΛΑ 
Ισχυρισμός 4.12. Ισχύει το αυτίσιροφο της προηγούμενης πρὀτασης, 
δηΛαδή 

1. ΑΝΑΟΟΞΡΒΙ) ΟτὀτεΑΞ Β. 

2.ΑυΑΩΟΞ ΒΩΟτὀτε ΑΞ Β. 


Αντιπαράδειγµα 4.19. 1. Αν ΑΔ - {1.2], 8 - [2,9], ο Ξ {1. 9) 
τόεβώΟΞΒΟΟΞΙΙ,.2,9) ενώ ΑΒ. 


2. ΔνΑΞ{1,2], ΒΞ {2,9],Οξ{Ι1,2,9ιτόάεΑΩΟΞΡΒΡΩΟΞ/{2Ι 
ενώ Α 4 Β. 


Ισχύει ὁμως η εξής πρὀταση: 
Πρόταση 4.14. ΑΡΑ ΟΞΒΟκαιΑΩωΟΞξ ΒΠΩΟτὀτεΑΞ Β. 





Πρόταση 4.15. Η τοµή πεπερασµέυνου αριδμού ανοικτών συνόβωυ 
εἶναι ανοικτό σύὐνοβο. 


Ισχυρισμός 4.16. Η τοµή τυχόντος πΏήδους ανοικτών συνόβων είναι 
ανυοικτὀ σύνοῇο. 


1 1 
Αντιπαράδειγµα 4.17. Η τομή τῶν ανοικτών συνόλων -- Ξ) εἶναι 
π Τι 


το Κλειστό σύνολο {0]. 


1 1 
Απόδειξη. Έστω .- τ) ΞΑι. 
τι Ἡπ 


1 
Επειδή ---«0-«--γιακάθεπεὋνἣν συμπεραίνουμε ότι 0 ε Αι για 
π π 


κάθε πι Ε Μ, οπότε έχουµε 
οο 
οε ΩΑῃ 
πι 
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και 
ίο)ς ΩΑῃ (4.1) 


πι] 


Για να δείξουµε το ζητούμενο, αρκεί να ισχύει και ότι 


οο 

Ω Α, ς {0] 

ΠΞΙ 
Έστω ότι αυτό ΔΕΝ ισχύει. 

͵ ῃ ῃ ͵ , 1 

Τότε Θα υπάρχειένα χεΑπηπγιακάθεπεΝ µε α «0. Άρα |α] « π για 
κάθε π ε Ν. Όμως |α| Ζ 0 και επομένως πι « τά για κάθε π ε Ν, το 
οποίο εἶναι άτοπτο, γιατί το σύνολο Ν δεν είναι φραγμµένο άνω. 
Ἆρα έχουµε 


Ώ Α, ς {[0] (4.9) 


πι] 


οπότε από τις 4.1 και 4.2 ισχύει ότι 


Πρόταση 4.18. Η ένωση πεπερασµένου αριδμού κβειστών συνόῃων 
εἶναι κΠειστὀ σύὐνοῇο. 


Ισχυρισμµός 4.19. Η ένωση τυχόντος πβήδους κβειστών συυνόβωυ ε- 
ίναι κλειστό σύνοῇο. 


Αντιπαράδειγµα 4.920. Ἡ ένωση των Κλειστών συνόλων [ατ, πα] ε- 
ίναι το ανοιχτό σύνολο (--1, 1). 


. (εσασἩ]-σιυ 


πι πι 
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Δ.ι. ΣΥΝΟΔΑ 














, Ί-ππ-1 
Απόδειξη. Έστω | ; | ΞΑιΠ. 
πι πι 
| Ἱ -π π--1 : , 
Επειδή -ἶ « « «1 (το ἲ-” ισχύει για π - 1 οπότε 
πι 
Απ Ξ {0)) ισχύει ότι 
ω Αποιί-1, 1) (4.3) 
πεΝ 


Αρκεί να δείξουμε ότι ισχύει και 
(σα) ς Αν 
Έχουμε 
χιακάθεχε(-1.1) 5 
οςκ]« 13 
ο«1-ωας«ι 


και λόγω της Αρχιμήδειας ιδιότητας των πραγματικών αριθμών! συ- 
νεπάγεται ότι 


κΙ-]χ 5» 


υ.... 


υπάρχειπεΝ: 


1 
υπάρχειπεΝ.αὶς«ς] - --3 
π 








, Ί-ππ-1] 
υπάρχειπεἨτχε| ᾿ - 
π π 
Χε 0 Αη 
πεΝ 
και άρα 

(1 Ὅς Αν (4.4) 

πεΝ 


Έτσι από τις 4.3 και 4.4 έχουμε 
ο Α, - (-ἶ, 1) 
πενΝ 


ΠΠ 





1Αν ε θετικός πραγματικός αριθµός, τότε υτιάρχει φυσικός αριθµός π Σ 1, ώστε 
1 
τα ἅ, 
πι 


οη 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΣΥΝΟΔΑ ΚΑΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


Παρατήρηση 4.21. Ο περιορισμός σε πεπερασμένο αριθµό συυόβωυ 
στις προτάσεις 4.15 και 4.18 εἶναι απαραίτητος για την εξαγωγή του 
συμµπεράσμµατος. 

Είδαμε ὁτι στην περίπτωση που έχουμε άπειρο πΛῃήδος συνόῇΏων, οι 
παραπάνω προτάσεις ΔΕΝ αλβηδθεύουν. 

Ισχύουν επίσης τα παρακάτω: 


1. Η έυωση οσὠυδήποτε΄ ανοικτών συυόΏωνυ εἶναι αυοικτὀ σὐνοβῇο. 


2. Η τοµή οσωυδήποτε κβειστών συνόβων είναι κβειστό σύνοβο. 


4.2 Αριθμοί 


Πρόταση 4.22. 1. Το ἄδροισμα, η διαφορά. το γινόμενο και το πη- 
Λίκο ρητών αριδµών εἶναι ρητοί αριδμµοἰ. 


2. Το ἄδροισμα, η διαφορά. το γινόμενο καιτο πη Πίκο αριθμών απὀ 
τους οποίους ο ἑνας µόνο είναι άρρητος, εἶναι ἀρρητοι αριθμοί. 


Ισχυρισμός 4.23. ΤΟ ἀδροισμα, η διαφορά, το γινόμενο και το πηΛίκο 
ἀρρητωνυν αριδµών εἶναι ἀρρητοι αριοµοἰ. 


Αντιπαράδειγµα 4.24. Δεν είναι πάντα άρρητος, µπορεί να είναι και 
ρητός: 

Για το άθροισμα: γ2 -ε (ἀᾱ- γ2) Ξ-Ιι 

Για το διαφορά: γδ-(942- 1) -ι 

Για το γινόμενο: γ8: (2 Υ9) Ξ999 - 6 


, 12 
Για το πηλίκο: Ξ52 


νδ 





» Είναι αξιοσημείωτο ότι για τις δυνάµεις δεν ισχύει κάποιος κα- 
νόνας. 





ὌΑρα και άπειρο το πλήθος 
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4.9». ΑΡΙΘΜΟΙ 


Παράδειγμα 4.25. Έχουμε τις περιπτώσεις: 


Ρητές δυνάμεις ρητών: ϐὔ -- 82 -- 464 --4 ενώ 35 - νδ 
Ρητές δυνάµεις άρρητων: (8 Εθενώ (9ο) «γρ 
Άρρητες δυνάμεις ρητών: 9)0ὲ»3 -- 8 ενώ 9195 Υὸ -- 9 
Άρρητες δυνάμεις άρρητων: οἳἳΣ -- 9 ενώ αἷν ΥΣ -- νὸ 


ότιου το Ίη 2 είναι άρρητος, άρα καιτο ]η γ2 - 5 1η 2 είναι 
άρρητος επίσης σαν γινόμενο ρητού επί άρρητου. 


Και ένα άλλο παράδειγµα: 


(92) 9 -. (ν2)05) 3ἳ... (99)2108. 3 - ί( νο) πο 08. 8 





Ορισµός 4.26. Έστω πι ε Ν. Δύο ακέραιοι αριθμοί α, Ρ λέγονται 
ισοὐπόλοιποι αριθμοί µε μέτρο πι, όταν διαιρούμµενοι µε πι αφήνουν 
το ἰδιο υπόλοιπο. Γράφουμµε τότε: 


αξ Ρ πιο πι 
και η σχέση αυτή λέγεται ισοτιμία. 
Πρόταση 4.27. Ἐστωα.θβ,οςεζ καιπιε Ν, τότε: 
αξβρποάπι5α:.αξ δΡ:οπιοᾷ πι 
Ισχυρισμός 4.28. Ισχύει και το αυτίσιροφο, δηῃαδή: 
α.οξ }Ρ:οπιοά πι αξ ΡΒ πιο πι 


Αντιπαράδειγµα 4.29. Έχουμε 19:2 Ξ Τ: 2πιοά 12 ενώ 19 -Ε 
7 πιοά 12. 


Συμπέρασμα 4.90. Δεν επιρέπεται να διαιρέσουµε και τα δύο µέβη 
µιας ισοτιμίας µε του ἰδιο ακέραιο αριδμὀ. 





ΣΜπιορούμε όµως να προσθέσουμε, να αφαιρέσουμε ή να πολλαπλασιάσουμµε και 
στα δύο µέλη µιας ισοτιμίας, τον ίδιο ακέραιο αριθµό. Επίσης δύο ισοτιμίες πιοά πι 
επιτρέπεται να προστίθενται, να αφαιρούνται Και να πολλαπιλασιάζονται κατά μέλη. 
Για παράδειγµα 11 - 5 πιοά 3 και 7 Ξ 4 πιοᾶ 9, οπότε αν τις προσθέσουμε κατά 
μέλη έχουµε 18 - 9 πιοά 9. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΣΥΝΟΔΑ ΚΑΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


Κεφάλαιο 5 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


» Υπάρχουν συναρτήσεις τῶν οποίὠν το γράφημα δε µπορεί να γίνει. 


Παράδειγμα 5.1. Η συνάρτηση “Ὠϊγίοβ]εί” ! 


ωτ]ν ανχεξλὶλο (8.1) 


1, ανχεο 


έχει άπειρα σηµεία πάνω στην ευθεία 9! Ξ 0 όπως επίσης και στην 
υΞ 1. Όμως τα σηµεία που ανήκουν στην Ἠ Ξ 0 είναι περισσότερα 
από αυτά που ανήκουν στην 1!) Ξ 1 αφού το σύνολο των ρητών εἶναι 
αριθμήσιμο ενώ το σύνολο των άρρητων αριθμών µη αριθμήσιμο. Δε 
μπορούμε να σχεδιάσουμε το γράφημα αυτής της συνάρτησης, επει- 
δή μεταξύ δύο ρητὠν υπάρχει πάντα ένας τουλάχιστον άρρητος, και 
μεταξύ δύο άρρητων υπάρχει πάντα ένας τουλάχιστον ρητός. 


»Δευ υπάρχει µη σταδερή και περιοδική συνάρτηση χωρίς βασική 
περίοδο.- 





1Ρείετ ιδίαν Ιεἰειιπε ὨϊποβΙεί 1805-1859 
"Βασική περίοδος µιας περιοδικής συνάρτησης είναι η ελάχιστη θετική περίοδος 
αυτής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


Παράδειγμα 5.2. Ἡ συνάρτηση “ὈΙΓίοΠ]εί”: 


ωτµ ανχεξλο 


1, ανχεο 


εἶναι περιοδική, µε περίοδο κάθε ρητό αριθµό γιατί: 

Αν Τε] τότεγιαχεθ έχουµε[(« ΕΤ)Ξξ0-1Ξ{(α). Ἆρα 
ο Τ δεν εἶναι περίοδος αν εἶναι άρρητος. 

Αν Τε Ωτότεγιακχ ε ο έχουε/[(αΏτΏ Ξξ 1 Ξ /Γ(α) και για 
χ ε ΚΑΛΟ έχουµε Γ(« -- Τ) Ξ 0Ξ ΕΓ(α). Ἆρα ο Τ είναι περίοδος αν 
είναι ρήτος. 

Όμως δεν υτιάρχει ελάχιστος θετικός ρητός και άρα δεν έχει βα- 
σικἠ περίοδο. 





»Υπάρχει συνάρτηση που δευ είναι µουότονη σε καυέυα υποδι- 
άστηµα του πεδίου ορισμού της. 


Παράδειγμα 5.3. Ἡ συνάρτηση “ὈΙγίοΠ]εί”: 


ωτῇ ανχεξλο 


1, ανχεο 


Πράγματι, σε κάθε υποδιάστηµα (α, Ρ) του Ἐ, υπάρχουν ὃ άρρητοι 
Ρ.ᾳ. Και ρητός λ ,τέτοιοι ώστε να ισχύει 


α«ρ«λ«αςῦ 
Οπότε έχουµε 
14 Ξ0«/ΓΔΞΙ195/ 
και 
Γ4)Ξ12/(ΦΞ05/{ι 


Ἁλιότι τα σύνολα των ρητών και τῶν άρρητων αριθμών εἶναι πυκνά στο σύνολο 
των πραγματικών αριθμών. Σε κάθε διάστηµα του Κ υπάρχουν άπειροι ρητοί και 
άρρητοι αριθμοί. 
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Δηλαδή σε κάθε υποδιάστηµα (ία, Β) του Κ, η συνάρτηση είναι ταυτόγ- 
χρονα και γνησίως αύξουσα και γνησίως φθίνουσα. Αυτό σημαίνει ότι 
δεν είναι μονότονη σε κανένα υποδιάστηµα του πεδίου ορισμού της. 

Παρατήρηση 5.4. Αν η Λέξη υποδιάστηµα αυτικατασταδείµε τη Λέξη 
υποσύνοβο, τὀτε δευ υπἀρχει συνάρτηση η οποία να µην εἶναι μονότονη 


σε καυένα υποσύυοΛΆο του πεδίου ορισμού της." 


Παράδειγμα 5.5. Επίσης η συνάρτηση 
1 
1) Ξαςδίι- µεχσο (5.2) 
τα 


δεν είναι μονότονη σε κανένα διάστηµα της µορφής (0, ὅ) ἡ (--δ, 0) µε 
ὁ 20. 


Απόδειξη. 


1ος τρόπος: Η συνάρτηση { τέμνει τον άξονα χ’χ σε άπειρα (αριθ- 


μήσιμο) το πλήθος σηµεία ) 0) αφού 
π 


Χδίη-- Ξ0 
Χ 
ο 1 
51ῃπ-)Ξ0 
Χ 
1 
--Ξ ικπ 
Χ 
1 
χΧξ --- 
κπ 


µεκεΖ'. Έτσι, γιατη µη σταθερή συνάρτηση Ε, σε οποιοδήτιο- 
τε διάστηµα (0, δ). µε ὃ Θετικό και οσοδήποτε μικρό, υπάρχουν 
Χι πὶ χο τέτοια ὥστε [(αι) Ξξ Γω9) Ξ 0. Οπότε συμπεραίνουμε ότι 
η /{ δεν είναι "1-1" και άρα ούτε μονότονη στο διάστηµα (0, ὁ). 





αῬλέπε 10, σελ.120. 


Τὸ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


2ος τρόπος: Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της µονοτονίας των συ- 
ναρτήσεων φτάνουμε πάλι στο ἰδιο συμπέρασμα: 
Υπάρχει Κ ε Ν τέτοιο ὥστε 


1 
ποπ ὧν 
. 1 
ποπ τε 
1 1 


οι ας Σε Ὅ 4ΐσπ τε 5 ον 

μεχι Σ Χο ὸ Χα » 0 οσοδήποτε κοντά στο μηδέν θελήσουμµε, και 
θα έχουµε Γᾳααι)ξκι »0,/[ω)ξ -ᾱο««0και/[(α) Ξξαα Σ0, 
δηλαδή {Γ(αι) Σ {Γᾳο) « Γίαἱ). Ἆρα η μονοτονία εναλλάσσεται 
όλο και πιο συχνά όσο πλησιάζουµε στο μηδέν, αφού σε κάθε 
διάστηµα (0Ο, ὅ), µε ὃ θετικό και οσοδήποτε μικρό, υπάρχουν 
κατάλληλα χι, Χο, χα ὡστε η Γ να εἶναι Υν. φθίνουσα και Υν. 
αύξουσα, οπότε λέμε ότι στο διάστηµα (0, ὅ) δεν εἶναι μονότονη. 


ος τρόπος: Η παράγωγος της / είναι 
' -ἲ Ἱσό Ἱ 
} () Ξ 51η -- --ΧΟΟς-- (---) 
νς νι 
ο 1 
Ξ οΊῃ -- -- --6ος -- 
αμ... Χ 
και σε κάθε διάστηµα (0, ὅ), µε ὃ θετικό και οσοδήπιοτε μικρό, 
η Γ’ παίρνει θετικές και αρνητικές τιµές, αφού αν επιλέξουμε 
-. 
ο θΙκπ 
1 
Χρ το-------- 
2κπιπ 


χι 


αρκετά μικρά, έχουµε 





1 1 
"{-----Ἱ- ------«0 
ίσες) 2κπ 
1 1 1 
π |-- (1) Ξ ----το 
2Κκπ-π 2Κκπ-π 2]επ -- π 
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οπότε η {’ δεν έχει σταθερό πρόσημο στο διάστηµα (0, ὃ) και 
επομένως δεν είναι μονότονη εκεί. 














Σχήµα δ.1: Γ[(α) Ξ ακίπ 





Ισχυρισμός 5.6. Αυ µια συνάρτηση έχει το ἰδιο εἶδος µονοτουίας σε 
δύο διαστήµατα, ξέυα ὃ μεταξύ τους, τότε στηυ ἐυωσή τους έχει οπσ- 
δήποτε το ἰδιο είδος µονοτουίας. 


Αντιπαράδειγµα 5.7. Η συνάρτηση 
1 
/οα)ξ- (5.3) 
ο 


με 
χ ε(--ρο, 0) ω (0, --οο) 





δΛύο σύνολα Α, Β, λέγονται ξένα όταν ΑΩ ΒΞ 0. 


{5 





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


είναι στο (--οο, 0) γνησίως Φθίνουσα, στο (0, --οο) γνησίως φθίνουσα 
επίσης, ενώ στην ένωση (--οο, 0) ώ (0Ο, --οο) έχουµε για χι «0Ο «αρ ότι 
Γα)«ςος [Γω0). δηλαδή βλέπουμε ότι δε διατηρεί το προηγούμενο 
είδος µονοτονίας, οπότε και λέμε πως η {(α) δεν είναι καν μονότονη 
στην ένωση. 














Σχήµα δ.2:υ- - 


Χ 


Ισχυρισμός 5.8. Αυ µια συνάρτηση εἶναι ἀνω φραγμµένη στο διάστηµα 
Ας ΒὈ/ και κάτω φραγμµένη στο διάστηµα Β ς« ΡΒ; τότε και στην ένωση 
ΑΙ’ Β είναι οπωσδήποτε φραγµένη. Ὁ 


Αντιπαράδειγµα 5.9. Για τη συνάρτηση 


ω- 
Χ 





8Μίια συνάρτηση λέγεται φραγµένη στο διάστηµα ΔἜ Ἑ αν Και μόνο αν υπάρχει 
Μ » 0. ὡστεγια κάθε χε να ισχύει| Ε(α) | Μ. 
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με 
χε (-οο, ο) ω (0, --οο) 


ισχύει ότι Γ(α) « Ογια κάθεκ« 0, δηλαδή στο (-οο,0) η Γ(α) είναι 
άνω φραγμένη από το μηδέν, ενώ για Κάθε χ Σ 0 εἶναι {Γ(α) Σ 0. 
δηλαδή στο (0Ο, -οο) η Γ(α) είναι κάτω φραγµένη από το μηδέν. Στην 
ένωση όµως (--οο, 0) ώ (0, --οο) , η Γ(α) έχει σύνολο τιμών το Κ-({0}, 
άρα δεν ειναι φραγμµένη. 





Πρόταση 5.10. Αν µια συνάρτηση ἐχειοᾖικό ελάχιστο, τότε εἶναι κάτω 
φραγμένη. ΄ 


Ισχυρισμός 5.11. Ισχύεικαιτο αυτίστροφο, δηῃαδή αυ µια συνάρτηση 
εἶναι κάτω φραγµένη. τὀτε έχει οΛικό εΏἀχιστο. 


Αντιπαράδειγµα 5.12. Ἡ συνάρτηση 


1 
/οξ-ς (5.4) 
Χ 


με 
χε (-οο, ο) ω (0, --οο) 


είναι κάτω φραγµένη χωρίς όμως να παρουσιάζει ελάχιστη τιµή. 


Αντιπαράδειγµα 5.19. Το ἶδιο ισχύει για τη συνάρτηση 


1 
α( Ξ τ-τ (5.5) 
αχ] 


με 
χε (-οο, ο) (0, --οο) 





ΤΗ τιµή του ολικού ελάχιστου είναι το μέγιστο κάτω φράγμα (πβπιιαπι) 


γκι 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 














Σχήµα δ.8:υ- - 


Χ΄ 














Τδ 


Σχήµα δ.4:υ- 








Συμπέρασμα 65.14. Γευικότερα, µια συυἀρτηση µπορεί να είναι φραγ- 
µένη σε ἑνα διάστηµα Δς Ἐ αΏβά να µη παρουσιάζει οΏικά ακρὀτατα 
στο Δ. 


Αντιπαράδειγµα 5.15. Ένα παράδειγµα είναι η συνάρτηση 


χ 
1 -ε|α] 





“(ο Ξ (5.6) 
µεκχ ε Ἐ, σύνολο τιµών το (-1.1). άνω φράγμα το 1. κάτω φράγµατο - 
1, αλλά χωρίς μέγιστη και ελάχιστη τιµή αφού είναι γνησίως μονότονη 
στο Κ. 




















.... 
1] 


Σχήµα δ.δ: ΙΙ Ξ 


Παρατήρηση 5.16. Αυτό συμθαίυει γιατίτο πεδίο ορισμού της συνεχο- 
ύς συνάρτησης ΔΕΝ είναι κᾖΏειστὀ. (Θ. Μέγιστης και ΕΠάχιστης Τιμής) 





δΑν µια συνάρτηση είναι συνεχἠς σε Κλειστό διάστηµα τότε παρουσιάζει ολικό 
μέγιστο Και ολικό ελάχιστο σε αυτό. 


79 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


»Υπάρχει συνάρτηση "1-1 ορισμένη σε αυοιχτό διάστηµα που 
παρουσιάζει οΏικό εΏάχιστο καὶ μέγιστο. 


Παράδειγμα 5.17. Ἡ συνάρτηση 


.,. θ«κς-ι 
ΓΤαωοθιςακ -ἰ«ακκς1λ (5.0) 
- Ι]«κςδ 


έχει πεδίο ορισμού το ανοιχτό διάστηµα (--», 9), είναι “1-1” σ’ αυτό, 
στο χΞ --] παρουσιάζει ολικό ελάχιστο ἰσο µε /Γ(--1) Ξ --ἶ και στο 
ΧχΞ 1 παρουσιάζει ολικό μέγιστο ίσο µε [Γ(1) Ξ 8. 








:, -ὃὂ«κχς-ι 
Ἡ συνάρτηση Γ(α)-4ακ-2, -ἰἷ«χκκςι1 
:, μες 








Σχήµα 5.6: Συνάρτηση “1-1” ορισμένη σε ανοιχτό διάστηµα µε ολικά 
ακρότατα. 


50 








»Υπάρχει συνάρτηση "1-1 ορισμένη σε κῄῃειστό διάστηµα χωρίς 
οΛΏικά ακρότατα. 
Παράδειγμα 5.18. Η συνάρτηση 
α, 
0, 


1 (5.8) 


έχει πεδίο ορισμού το κλειστό διάστηµα [--1, 11, είναι “1-1” σ αυτό, 
και δεν παρουσιάζει ολικό ελάχιστο ἡ μέγιστο. 








ο ο-«]ας«ςΙ 


., οχυΞ0 


Ο κ ι-- 


Ἡ συνάρτηση {(α) Ξ 











Σχήµα 5.7: Συνάρτηση “1-1” ορισμένη σε κλειστό διάστηµα χωρίς 
ολικά ακρότατα. 


Παρατήρηση 5.19. Αυτό συµθαίνει γιατί η συνάρτηση ΔΕΝ εἶναι συ- 
νεχής στο µηδέυ. (6. Μέγιστης και ΕΛάχιστης Τιμής) 


δΙ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 





»Υπάρχει συνάρτηση που δευ είναι άνω φραγµένη σε κανένα υ- 
ποδιάστηµα του πεδίου ορισμού της. 


Παράδειγμα 5.20. Η συνάρτηση ' Γ: [0,1] -ο ΕΚ µε 


Ο, ανχεζξις 
1α)Ξ4πΠ, ανχξ” µεπιπεΝκαιίπιπ)Ξ1 (5.9) 
1. ανχκξο 


δεν είναι σε Κανένα υποδιάστηµα του [0Ο, 1] άνω φραγμµένη. 











-04 -ὐ-3 -02 -θ.τ 


αν χεζξἰλΟ 


0, 
Η συνάρτηση Γ{1)Ξ4Π, ανχκΞ µεπιπεῖΝκαι(πιπ)Ξ1 
1, 


ανχξο 





Σχήµα 5.8: Συνάρτηση πουθενά άνω φραγµένη. 





ὈῬλέπε στο [1] στη σελ./81 και για απόδειξη στο [12] στη σελ.156 
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Ισχυρισμµός 5.21. Αν [ και ο είναι συναρτήσεις 1-1”, τὀτε και οι συ- 
ατα 
ναρτήσεις «Γ.6 } εἶναι 1-1”. 
/ 


σ 
Αντιπαράδειγµα 5.22. Δίνονται οἱ συναρτήσεις 


/0θςακακ και οᾳσ)ξ-α µεχεχκ 
οι οποίες είναι “1-1” στο Ἑ, ενώ οι συναρτήσεις 


6 -σοο, χεξς 
(ϱ:ο(α0)-ο”, κεξ 
ὕ]ωςτι, κεξ’ 


ΔΕΝ είναι 1-1". 





Πρόταση 65.25. Αν οι συναρτήσεις ϱ. [ είναι"1-1” και ορίζεται η σύυ- 
Όεση Γ9ος. τότε τη σύνδεση Γο ας είναι" 1-1”. 


Ισχυρισμός 65.24. Ισχύει και το αυτίσιροφο, δηῃαδή αυ η σύνδεση 
Γ9οο εἶναι"1- 1”. τότε και οι συναρτήσεις 6. Γ εἶναι "1- Ι”. 


Αντιπαράδειγµα 5.25. Έστω 


{9 Ξια(αὸ --τ) (5.10) 
µεχεί-οοσ,--1) ῶ (1, Γοο) και 
ο(α) Ξ χ (5.1 1) 


µεχεί(-1,-οο) Οι 2 συναρτήσεις δεν είναι “1-1” στο πεδίο ορισμού 
τους, αλλά η σύνθεση αυτών 


({ ο ϱ) 09 Ξ Ἱπ(α΄ -- 1) (5.19) 
έχει πεδίο ορισμού το 
κ -ι κ ς-ἶἠ αχ” 1] Ξ (1, 9ο) 


και εἶναι “1-1” σε αυτό! 


δ9 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 





Πα) -- ἵπα" -- 1) 














. (190) -- ἴπ(αὶ -- 1) 








Σχήµα 5.10: ({ο ο)(α) Ξ Ιπ(α -- 1) 
Παρατήρηση 65.26. Γευικά η 1π(κά -- 1) έχει πεδίο ορισμού το 
(-οο, --1) (1, -οο) 


δ8 





στο οποίο ΔΕΝ εἶναι "1:Ι”, αΏΛά εδὼ σαν σύνδεση εἶναι ορισμένη στο 
(1, Γοο) όπου είναι "1- 1”. 

Αξιο προσοχής εἶναι ότι στο (1. -οο) είναι "1-1" καιη {Γ καιη ο. 
γιαυτό και η σύνδεσή τους εἶναι" 1-1” εκεί. 


Συμπέρασμα 5.27. Ισχύει η ισοδυναμία: 
Οι συναριήσειςο:ΑΔ-28Β,{: Β-»Ο είναι "1-1 και επί Ὁ, αυ 
και µόνο αν, η σύνδεση {9 0 είναι "1-1 στο Α. 


Επίσης ισχύει και η επόµενη πρόταση: 


Πρόταση 65.28. Δίνουται οι συναρτήσεις Γ: Α -» Ἐ καιο: Β -υ κ. 
Ισχύουν τα εξής: 


1. ΑυνΓ(Α)ς Βκαιη σύνδεση 6ο / εἶναι" 1-1”, τότε καιη συνάρτηση 
} εἶναι 1-1”. 


2. ΑυΙ(Α) - Βκαιη σύνθεση 09 / είναι"]1-1”, τόὀτεκαιτῃ συυἀρτηση 
6 εἶναι 1-1”. 


Απόδειξη. 1. Ὑπάρχουν χι,» ε Α µε Γίαι) Ξ Γϱ) και επειδή 
(49) ς Β, ορίζεαι η σύνθεση 6ο [ και έχουµε ο([(αι)) Ξ 
ο({09)), οπότε(ᾳο [ίαι) Ξ (69 ῇ)09). Όμως η σύνθεση 69 / 
είναι "1-1”, ἀρα χι Ξ χο και επομένως η συνάρτηση { είναι “1-1”. 


2. Ὑπάρχουν υι.υ» ΕεΒ µε σ(υι) Ξ ο(υ2). [σχέση (1)! 

Επειδή Γ(Α) Ξ- Β και ὐι,ὶο Εε Β, υπάρχουν Χι,Χο Εε Α ὥστε 
αι) Ξξυι και [(αϱ) Ξ υ,. [σχέσεις (2) και (3) 
Οπότε, από τις σχέσεις (1).(2) και (9) συνεπάγεται ότι 6(/[(αι)) Ξ 
σ(/{α9)). δηλαδή (69 Πίαι) Ξ (6 ο [)9). Όμως η σύνθεση 
6ο [ εἶναι “1-1”, ἀρα χι Ξ χο, και αφού η / είναι συνάρτηση, 
έχουµε [ίαι) Ξ Γᾳο). Από τις σχέσεις (2) και (3) έχουµε τώρα 
ότι Όι Ξ 2. οπότε η συνάρτηση α είναι “1-1”. 

ΠΠ 





1ΟΕυπί λέγεται µια συνάρτηση {: Α-» Β όταν Γ(4Α) - Β. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 





» Υπάρχει συνάρτηση Γ της οποίας η αυτίσιροφη Γ !' έχει ακριθώς 
του ίδιο τύπο, πεδίο ορισμού και σύνοῇο τιµών µε αυτή. 


Παράδειγμα 5.29. Ἡ ταυτοτική συνάρτηση 
Γάωώθθα µεχεχκ (5.19) 


Παράδειγμα 5.90. Ἡ συνάρτηση 





Χ, χεο 
ώς χεΕΙΟ (5.14) 
Παράδειγμα 5.91. Η αντίστροφη µιας γραμμικής ρητής συνάρτησης 
αχ -- Ρ 
λὰ. οχ ε ἆ 


µε ο, ἆ -Ε 0Ο. εἶναι επίσης γραμμική ρητή, και οι δύο αντίστροφες 
συναρτήσεις συμπίπτουν όταν ἆ - --α. 


δ6 


Κεφάλαιο 6 


ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 


Ισχυρισμός 6.1. Κάδε ακοβουδία µπορεί να παρασταδεί µε ἑνα πε- 
περασμένο πΏήδος πρώτων όρων. 


Αντιπαράδειγµα 6.2. Οιόροιαι Ξ 1, αρ Ξ 2, αλ» Ξ 8, αι Ξ 4 είναι οι 
4 πρὠτοι όροι της ακολουθίας αμ Ξ πι. 
Όμως και η ακολουθία 


ῬιξπΕ(π-- 1)(π-- 2)(π-- 8)(π-- 4) 


έχει τους ίδιους 4 πρώτους όρους, ενώ γενικά απ ᾖ Όμπ για π ὸΣ 4. 
(Είναι αξ - 9 4 29 Ξ- ΡΡ) 


Συμπέρασμα 6.3. Μια ακοβουδία ΔΕ µπορεί να παρασταδεί µε ένα 
πεπερασμένο πβήδος πρὠτων όρων γιατὶ υπάρχουν ἀπειρες ἀλβες α- 
κοβουδίες µε τους ίδιους πρὠτους ὀρους. 





Πρόταση 6.4. Κάδε συγκβίνουσα ' ακοΛουδία εἶναι και φραγμµένη. 





1Μια ακολουθία συγκλίνει αν έχει όριο πραγµατικό αριθµό. Αν το όριο εἶναι 
Φρο, τότε αποκλίνει στο -:οο ή συγκλίνει κατἐκδοχἠν. Αλλιώς λέμε ότι δεν έχει όριο 
(αποκλίνουσα). 


δύ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 


Ισχυρισμός 6.5. Ισχύει και το αυτίστροφο, δηβαδή κάδε ακοβουδία 
που είναι φραγµένη, συγκᾖΏίνει. 


Αντιπαράδειγµα 6.6. Η ακολουθία αι Ξ (--1)” είναι φραγµένη, γιατί 
εἶναι] αι |« 1 αφού αν -] ἡ 1. αλλά δεν έχει ὀριο(άρα δε συγκλίνει) 
γιατί υπαρχουν 2 διαφορετικές υπακολουθίες της αμ µε άνισα όρια: 


ας (1) 1 


και 
ᾱν. - νά. μθιΞή 


Συμπέρασμα 6.7. Μια φραγµένη ακοβουδία δευ είναι απαραίτητα και 
συγκβίνουσα. 


Πρόθληµα 6.8. Πότε µια φραγµένη ακολουθία 9α είναι και συ- 
γκλίνουσα; 


Ισχύει το εξής: 


Πρόταση 6.9. Κάδε μονότονη καιφραγµένη ακοβΛουδία είναι συγκᾖΏίνου- 
σα. 


Γενικότερα: Κάθε μονότονη ακολουθία έχει όριο. Αν είναι και 
φραγμένη το όριο είναι πραγματικός αριθµός, ενώ αν δεν είναι φραγ- 
μένη το όριο είναι --οο. 


Παρατήρηση 6.10. Αυ µια φραγµένη ακοβουδία δεν είναι µουότονη, 
τότε μπορεί να συγκβίνει αΏΏΠά µπορεί και να µη συγκᾖηίνει. 


Παράδειγμα 6.11. Όπως είδαµε σε προηγούμενο παράδειγµα. η 
ακολουθία αι Ξ (--1)” είναι φραγµένη και µη μονότονη, αλλά ΔΕ 
συγκλίνει. 


Τι 


Παράδειγμα 6.12. Ἡ ακολουθία αν Ξ ειν είναι φραγµένη, αφού 
π 
ευ. 


π 











|απ] Ξ | Ξ σ «κ 1] και µη μονότονη, αλλά συγκλίνει, µε απ -» 0. 
π 
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Ισχυρισμός 6.13. Αν µια ακοβουδία αποκβίνει στο --οο (--οο), τότε 
εἶναι αύξουσα (φδίυνουσα). 


Αντιπαράδειγµα 6.14. Ἡ ακολουθία 


- 21, πι ἄρτιος (6.1) 


2π-- 5, ππεριτός 


έχει όριο οο, αλλά δεν είναι αύξουσα. 


Ισχυρισμός 6.15. Αν µια ακοβουδία Θετικών ὀρωυ είναι γυησίως α- 
ύξουσα τὀτε αποκβῇίυει στο -οο. 


1 
Αντιπαράδειγµα 6.16. Ἡ ακολουθία απ Ξ 2 -- -- εἶναι γνησίως α- 
π 


ύξουσα µεαῃ Σ0γιακάθεπ ε}Ν αλλά Ππιαι Ξ 2. 





Πρόταση 6.17. Δναι-οἰελξτότε| αι |-ο 1]. 


Ισχυρισμός 6.18. Ισχύει και το αυτίσιροφο, δηβαδή αυ | αι | ἱ | 
τότεαι οἰἱεκ. 


Αντιπαράδειγµα 6.19. Η ακολουθία αν Ξ (--1)” δε συγκλίνει, ενώ η 
ακολουθία | απ | συγκλίνει, και είναι | (--1)” |- 1. 


Συμπέρασμα 6.20. ΤΟ αντίστροφο ισχύει µόνο αυ η ακοβουδία είναι 
µηδευική 3. 


Δηλαδή ισχύει το εξής: 





3Μια ακολουθία λέγεται μηδενική όταν αι -»0 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 


Πρόταση 6.21. αι -»0 αν και µόνο αυ | απ |-» 0. 
Επίσης ισχύει: 


Πρόταση 6.22. ΑΌ| αι |» ἶΣ 0 καιη αι συγκβίνει, τότεαι -Ὁ ἱ ή --ἶ. 





1 
Πρόταση 6.29. Αν αι -ὃ οο τότε --- -Ὁ0. 
απ 


1 
Ισχυρισμός 6.24. Αυ αι -» 0 τότε ισχύει ότι --- -ὃοο. 

















απ 
-- πι 
Αντιπαράδειγµα 6.25. Ἡ ακολουθία απ Ξ είναι μηδενική, 
π 
αφού 
--1)" 1 
ς πα... 
π π 
(ο -.. Π 
οπότε και -»0Ο. Όμως η ακολουθία --- Ξ ση δεν εἶναι 
αι - 


π 
φραγμένη (ούτε και μονότονη), οπότε δε συγκλίνει. Δε συγκλίνει ούτε 
κατἐκδοχήν. 


Γενικά ισχύει: 


1 1 
Πρόταση 6.26. Αν αν -Ὁἶ τότε -- -ὃ ρ όπου | 0, και αυτίσιροφα. 
απ 


Πρόταση 6.27. Αυ οι ακοβουδίες απ, Όπ συγκβίνουν και εἶναι απ -ὃ 
αςεκ, ὂι-»ϱδ εκ, τὀτε συγκβίνυει και το ἀδροισμα, το γιυόµευο και το 
πηλίκο τους, και εἶναι: 


αι Ἐ ὂι -Ὁα-- Ὁ 
απδθι -»αβ 


αυ επιπῃέου βιΟΥπε)Ν καιρο 
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Ισχυρισμός 6.28. Ισχύει και το αυτίστροφο, δηΏαδή αυ το ἀδροισμα, 
το γινόμενο και το πη Πίκο των ακοβουδιών απ. Βπ συγκᾖΠίυνει, τότε και οι 
ακολουθίες αμ, Ῥπ συγκβίνουυ. 


Αντιπαράδειγµα 6.29. Οι ακολουθίες αι Ξ (--1)” και Β, Ξ --(--τ)”" 
ΔΕΝ έχουν όριο, αλλά το άθροισμα, το γινόμενο και το πηλίκο τους 
συγκλίνει: 

αι βιξο-»0 


Παρατήρηση 6.90. Η προηγούµενη πρόταση ισχύει ακόµα και όταυ 
οι ακοβουδίες αποκβίνουν στο ἀπειρο, µε την προὔὐπόδεση όμως ὁτι οι 
ποσότητες α -ἵ Ρ. αΡ. 5 να µην είναι απροσδιὀριστες μορφὲς του είδους 
Ο οο 
(34-οο) -- (--οο), 0: οο, σον 
Αυ όμως εἶναι απροσδιὀριστη µορφή, τότε το ἀδροισμα. το γιυόµευο 
και το πηΏίκο των ακοΠουδιώυ απ. Θη µπορεί να συγκβίνει ή να απο- 
κβίνει στο ἀπειρο ή να µην υπάρχει. 


Παρατήρηση 6.91. Αν το πῃήδος των ὀρωυ του αδροίσµατος και του 
γινομένου εἶναι ἀπειρο, το συµμπἑρασµα της προηγούμενης πρότασης 
δευ ισχύει, και οδηγούμαστε σε παράδοξα αποτεβέσµατα. 


Παράδειγμα 6.92. Έστω 


1 1 1 1 

αξ- στι στ τπ.- 
Πι Πι πι πι 
Ἑ--- ----------- 


π το πλήθος όροι 
και είναι 
: ο... ο 1 
Ἠπι αι πι -- ΕΗπ -- Ε-:: Εμπ-Ξθ0-ο0ο--: Ξ0ΟΞ0 
Τι Τι Τι 
ενώ 


1 
Ππαιξπ---Ξξ1 
πι 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 
(που είναι και το σωστό) 
Φτάσαμε δηλαδή στο εξής παράδοξο: ΟΞ1 


Παράδειγμα 6.39. Έστω η ακολουθία 


11 
αι τα τι) 


που γνωρίζουμε ότι απ -Ὁ 6. 
Όμως αν υπολογίσουμε το όριο χρησιμοποιώντας τον ορισμό της 
δύναμης, δηλαδή σαν το γινόμενο πι παραγόντων. έχουµε 


. : πα 1 « 1 
πι αν -' πια Ετσι Επ) ππα . ) 
πι πι τι 
ο Τι Τι Ἱ 
τη] 


οπότε καταλήγουμε στο παράδοξο: 6Ξ 1 
Παράδειγμα 6.34. Έστω η ακολουθία 
πι 
αιΞ (9) -π 


που γνωρίζουμε ότι απ -ὃ Ἔοο. 
Όμως 


Πἴπα αμ Ξ "ἶπη (41) - πα {ΐπ) τ Ἠπι( Ύπ) 1.1... 1-1 


και έχουµε το παράδοξο αποτέλεσµα: -οοΞ 1. 


Ισχυρισμός 6.95. Αν απ « ὃπ για κάδεπι τότε Ππαι αι «πι η. 


1 1 
Αντιπαράδειγµα 6.96. Έστω απ Ξ πησ] και Βῃ - --«Ἐχουμε τότε 
π π 
αι «ὃμ και πι αι Ξ Ηπι ὃν Ξ 0. 
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Ισχύει η παρακάτω πρόταση: 


Πρόταση 6.37. Αν αι « Όμπ για κάδεπ Σ πρ και αμ, ὃι συγκβίνουυ, 
τότε Επι αι « ΠΠ Ρῃ. 





Πρόταση 6.968. Αυ για τις ακοβουδίες απ, Βμ, οι ισχύει αι ς ὃῬνπ ς οι 
για κάδεπ ΕΝ και]πιαµ ξ ΠπιοιΞξ α τότε Ππι Ρα. 


Ισχυρισμµός 6.99. Αυγιατις ακοβουδίες απ, Βῃ, οπ ἰσχύειαπν ς ὃπς οπ 
για κάδεπ ε Χ και οι ακολουθίες απ, οι συγκβίνουυ, αΏβά όχι στου 
ίδιο αριὃµὀ, τὀτε και η ακοΠουδία Βι συγκᾖηίνει. 


1 1 
Αντιπαράδειγµα 6.40. Ἐσιωαιξ 1 ---,.Βξ 2-1)”, οιΞ 3 --. 
Τι Τι 


Ισχύει αι « ὃπ « οιγιακάθεπε}Ν και έχουµε Ηπιαν Ξξ 1. Ππιοι Ξ 8. 
Όμως 


8 1 8ς. ο] 


1, ππεριττός 
Ῥι Ξ ' 
Ὁ, πι άρτιος 


οπότε το ΗΠῃ Β, δεν υπάρχει. 


Πρόταση 6.41. Ανύ αι -ὃ Ίοο (--οο) τότε η απ ΔΕΝ είναι άνω (κάτω) 
φραγμέυνη. Είναι όµως κάτω (άνω) φραγμµένη. 


Ισχυρισμός 6.42. Ισχύει και το αυτίσιροφο, δηΏαδή αυ η ακολουδία 
απ ΔΕΝ είναι ἀνω (κάτω) φραγµένη. τότε απ -ὃ Ἔοο (--οο). 


Αντιπαράδειγµα 6.49. Ἡ ακολουθία 


αι σα ο η) 


0Ο, πι περιττός 
π, Ἡπ ἀρτιος 


Ξ(0,2.0.4.0,.6....) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 


δεν είναι άνω φραγμένη και δεν αποκλίνει στο οο, γιατί οἱ υποακο- 
λουθίες των περιττών όρων και τῶν άρτιων όρων έχουν διαφορετικά 
όρια: αρῃ ι -ὁ0 και αοῃ -ὃ -οο. 


Αντιπαράδειγµα 6.44. Ἡ ακολουθία απ Ξ π(--1)” δεν είναι ούτε 
άνω, ούτε κάτω φραγµένη, και δεν έχει ὁριο. Ἐπτίσης δεν είναι ούτε 
μονότονη. 


Συμπέρασμα 6.45. Το αυτίσιροφο ΔΕΝ ισχύει. Ισχύει όμως το εξής: 
Κάδε ακοβουδία που ΔΕΝ εἶναι άνω (κάτω) φραγμένη ἐχειτουβάχι- 
στου µια υπακοβουδία που αποκβίνει στο --οο (--οο). 
Στο προηγούμενο παράδειγµα. ἐχουμε τις υπακοβουδίες 


σοκ |ε(--1)Α -- 2ἱς -» --οο 


και 
αρκει Ξ (2Κ -- 1) (--1)2 1 -- -(2]ς -ς 1) -- --οο 


Θεώρημα 6.46. [Βοϊἱζαπο-ι/εἰεγςίτας»|. 
Κάδε φραγµέυη ακοβουδία στοξ έχει συγκΏίνουσα υπακοβουδία. ὃ 


Ισχυρισμός 6.47. Αυ µια ακοβῃουδία δευ εἰναιφραγμένη, τότε δευ ἐχει 
συγκβίνουσα υπακοΠουδία. 


Αντιπαράδειγµα 6.48. Ἡ ακολουθία 


αι σα ον 


0Ο, πι περιττός 
π, πι ἀρτιος 


Ξ(0,.2.0.4,0,6....) 





8Το θεώρημα αυτό διατυπώνεται ισοδύναμα Και ως εξἠς: Κάθε φραγµένη α- 
κολουθία στο Κ έχει πάντα ένα τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης. Πολλές φορές 
στη βιθλιογραφία αναφέρεται και σαν ιδιότητα Βο]ζαπο-Μεἰετδίταξδς για τις ακο- 
λουθίες. Χρησιμοποιώντας την, αποδεικνύεται και η αντίστοιχη ιδιότητα Βοἱζαπο- 
ἸΜεἰετδίταςδς για τα σύνολα: Κάθε φραγμένο και άπειρο υποσύνολο του Κ έχει 
πάντα ἑνα τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης. Βλέπε [15], σελ.82 και σελ.δ4. 
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δεν είναι φραγµένη αλλά έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (την Όπα- 
κολουθία των περιττών ὀρων). 


Προφανώς, αν µια ακολουθία δεν εἶναι φραγµένη. μπορεί και να 
μην έχει καμμία συγκλίνουσα υπακολουθία. 


Παράδειγμα 6.49. Η ακολουθία 


--π(--1)" 


πι, Ἡπ περιτός 
--Ἡ, Ἱι άρτιος 


απ 


Ξ(1,-2,8,--4,5,--6....) 


δεν είναι φραγµένη και δεν έχει συγκλίνουσες υπακολουθίες. 





Πρόταση 6.50. Μια ακοβουδία συγκβίνει αυ και µόνο αυ κάδε υπα- 
κοβουδία της συγκβᾖίνει στου ἰδιο αριδμµὀ. 


Ισχυρισμµός 6.51. Αν µια ακοβουδία ἐχει ἀπειρες υπακοβουδίες που 
συγκᾖβίνουυν στου ἰδιο αριὃµὀ τὀτε η ακοβλουδία συγκβίνει σε αυτὀ του 
αριδμὀ. 


Αντιπαράδειγµα 6.52. Ἡ ακολουθία αι Ξ (-1)" εἶναι φραγµένη 
και επιπλέον έχει άπειρες υπακολουθίες που συγκλίνουν στον ἰδιο 
αριθµό, τις: αοι -Ὁ 1, αι -ὃ 1, ας -ὃ1,... 

Όμως η ακολουθία απ (--1)” δε συγκλίνει γιατί οι υπακολουθίες 
των περιττών όρων συγκλίνουν σε διαφορετικό αριθµό: αρικιι -Ὁ --Ι. 
ολο παν ρε κος: 


Παρατήρηση 6.59. Η έκφραση “κάδε υπακοβουδία’ δευ είναι συ- 
υώνυµη µε τηυ ἐκφραση "άπειρες υπακοβουδίες. Η πρώτη ἐκφραση 
σηµαίνει ΟΛΕΣ οι υπακοβουδίες, ευώ τ δεύτερη έκφραση αυαφέρεται 
σε ΜΕΡΟΣ ΤΟΥ ΟΛΟΥ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 


Οιφυσικοί αριθμοί εἶναι ἀπειροι. Αν αφαιρέσουμε απὀ αυτούς, τους 
ἀρτιους - που εἶναι ἀπειροι - θα μείνουν πάἀβᾖι ἀπειροι, οι περιττοί. Και 
τα δύο σύνοβα (ἀρτιοι - περιτο) εἶναι άπειρα. και µάΠιστα αριδµήσιµα 
το πῃήδος, ὀπως και το σύνοῇΏο των φυσικών. 

ΆΑπειρο µε ἀπειρο όμως ἐχει διαφορά. Αυ αφαιρέσουμε τους ἀπει- 
ρους ρητούς απὀ τους άπειρους πραγματικούς έχουμε πἀλι ἀπειρο 
σύνοβο αριδµών, τους ἀρρητους, οι οποίοι είναι όμως πολύ περισσὀτε- 
ροι απὀ τους ρητούς γιατί σε αυτίδεση µε αυτούς είναι υπεραριθµήσιµοι 
σε πΏήδος. 

Η πράξη της αφαίρεσης (ο9) --(οο) δευ εἶναι µουοσήµανυτα ορισμένη 
(απροσδιὀριστη) γι΄’ αυτό και ἐχουμε τις δύο προηγούµευες περιπτώσεις. 





Ισχυρισμός 6.54. ΤΟ ὀριο µιας ακοβουδίας ανήκει στο σύνοβο τιµώυ 
της. 


Αντιπαράδειγµα 6.55. Η ακολουθία των δεκαδικών (ρητών) προσεγ- 
γίσεων του γ2,ο οποίος εἶναι άρρητος : 


[πο" ν»] 
απ Ξ μπι (6.2) 





αι αρ αρ αι αρ 
1.4 11.41 1.414 | 1.4142 1 1.41421 1... 
τιμών ένα υποσύνολο του συνόλου των ρητών, συγκλίνει όµως στο 


γ26ρ. 


Συμπέρασμα 6.56. ΤΟ ὀριο µιας ακοβουδίας δευ αυήκει κατἀνάγκη 
στο σύνοβο τιμών της. 





µε τιµές έχει σύνολο 


























Παρατήρηση 6.57. Αυ µια ακολουδία απ στοιχείων ευός συνόΆου 
Α συγκβίνει, τὀτε η ακοβουδία απ εἶναι βασική (ακοΠουδία (αιιεί[ι)). 
Όμως κἀδε βασική ακοβουδία απ στοιχείων ευὸς συυόβου Α δε συ- 
γκλίνει πάντα µὲσα στο Α. Συγκβίνει µέσα στο σύνοΏο Α µόνο αυ το 
Α εἶναι πλήρες. Πρόκειται για το κριτήριο σὐγκΠισης ακοβουδιών του 
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ΟαιοΠι, που ισχύει στο διατεταγμένο και πΛήρες σώμα τωυ πραγµατι- 
κών αριθμών, το οποίο μαζί µετηυ αρχιµήδεια ιδιότητα (για κάδεα εκ 
υπάρχει πι ε Ν τἐτοιος ὥστε πι Σ α) αποτεβούν αξιώματα ισοδύναμα 
µε το αξίωμα της ύπαρξης του εΏάχιστιου ἀνω φράγµατος για κάδε µη 
κευὀ φραγμένο υποσύνοΒΠο του Χ. Οταν τα δύο πρὠτα εἶναι αξιώματα 
το τρίτο εἶναι πρὀταση και αυτισιρόφως. 

Όμως το σώμα τωυ ρητώυ αριθμών Ὁ, ευώ είναι αρχιµήδειο σώμα 
δευ ισχύει σε αυτό το κριτήριο σύὐγκπισης ακολΠουδιώυν του ΟαιτιεΠη, 
και άρα δευ εἶναι πήρες σώμα. Αυτό σημαίνει ὁτι στο Ο., κάδε ακο- 
Λουδία ρητὼν που συγκῇΏίνει σε ρητὀ είναι βασική, αΏΛᾗά κάδε βασική 
ακοβΏουδία ρητών δε συγκΏίνει πάντα σε ρητὀ." 





αῬλέπε 15, σελ.6Ι-62. 


ού 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 


Κεφάλαιο 7 


ΟΡΙΑ 


Πρόταση 7.1. Αυ πι [(α) - 0) τὀτε {[(α) Σ 0 σε µια περιοχή του Χο. 
Χ-ὸχο 


Ισχυρισμός 7.2. Ισχύει και το αυτίστροφο, δηῃαδή αυ Γ(α) Σ 05σε 
µια περιοχή του χο τότε Επι (κ) Ξ 0. 
Χ-ὸ»χο 


Αντιπαράδειγµα 7.3. Η συνάρτηση 
10ὸξ(-τ250 (7.1) 
µε αχ 1. όµως είναι πι [0 Ξ 0 και όχι Σ 0. 


Αντιπαράδειγµα 7.4. Επίσης, για τη συνάρτηση 


4- κ, αν Χχ22 [ει 


δ, ανκ«2 
ο) Ξ : 
έχουµε ο(α«) Σ 0ΟΥγιακάθεκχ ε(1., 9). ενώ το ἄπι ο(α) ΔΕΝ υτιάρχει. 


Συμπέρασμα 7.5. ΤΟ σωστό είναιπως αυ (κ) Σ Ό σε µια περιοχή του 
χο τότε το Επι [(α) Ξ 20 ή ΔΕΝ υπάρχει. 
Χ-»Χχρ 





ἸΦφυσικά, έχουµε το ίδιο συμπέρασμα και όταν εἶναι ΙΠι {(α) Ξ οο. Δηλαδή 
Χ-ὸΧο 


έχουµε Γ(1ϱ Ξ 0 σε µια περιοχή του χο. 
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Σχήµα 7.1: Γκ) Ξξ(«κ- .)μµεκ-1λ 














Σχήµα 7.2: (8) Ξ- 5, ανχ« 2καιᾶ- χ, αν χ22 
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Πρόταση 7.6. Έστω {[.α: Α -» Ἱ καιχο σηµείο συσσώρευσης του Α. 
Αυτα Επι Γ(), Ἠπι ο(κ), υπάρχουν στο Κ., τὀτε και τα όρια 
Χ-ὉὃΧρ Χ-»Χο 


ἥπι {/ 0) «σοθ] 
πι [() ο(α)] 
Χ-ὃ»Χχο 
υπάρχουν στο. Αυ επιπᾖέου ο(κ)  Ογιακάδεκ εἷ και Ππι (ας) 0 
Χ-ὸ»χο 
1) 


τότε υπάρχει και το πι μα] 
χ-ρχο | (29) 

Ισχυρισμός 7.7. Ισχύει και το αυτίστροφο, δηβαδή αυ, καδώς το 

Χ -» αοι υπάρχει στο Ἑ το ὁριο του αδροίσµατος, του γινομένου, ἡ 

του πηΏίκου δύο συναρτήσεων, τότε υπάρχουν στο Κ και τα επιµέρους 

όρια καδεµίας εκ τωυ δύο αυτών συυαρτήσεωυ. 


Αντιπαράδειγµα 7.8. Δίνονται οἱ συναρτήσεις” 


ρω σ.8 

Χ 

και μα 
ου) - 7.4) 

Χ 

μεχεξκ'. 
Εί ν - . - ᾿ πο ο 
ίναι Ηπι[Γ(0) -- ο(α)] Ξ 0, πι [Γ(α) σα] Ξ -ἶ, πι | ----| Ξ- 
Χ-ο»0 Χχ-»0 Χχ-»0 ο(α) 


-] ενώ τα μπι (Ὁ. πι σ(α) ΔΕΝ υπάρχουν. 
χ-ν χΧ-» 


Ισχυρισμός 7.9. Τα όρια Πτι Γ(α), Ππι (κ) µπορεί να υπάρχουν ευώ 
Χ--»χο Χ-οΧρ 

το ὁριο 
Ππι 609 «σοθ] 

να µην υπάρχει! 


3Εήναι η λεγόμενη και συνάρτηση προσήµου του χ και συμθολίζεται 5οπ(κ) ατιό 
τη λέξη δἰρΏιΙπ. Αυτό γιατίγια χ-» 0 εἶναι [(κ) Ξ 1 ενώγιακ« 0Ο είναι [0 - -Ι. 
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Σχήµα 7.8: [(α) - Ὁὁ 














Σχήµα 7.4: [(κ) - --3 
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Αντιπαράδειγµα 7.10. Είναι 


ἥπ Ύχ- 1-0 


χ-»]1. 

µεκε[1, --οο), και 
ἥπ γ] -χκΞξο0 
χο] 


µεκχεί-οο, 1] ενώ το 


ἠπι(νχ- 1 -- γι -κ) 


Χ-ο1 





δεν υπάρχει, αφού η παράσταση (να 1 ψι- χ) ορίζεται µόνο για 
Χ Ξ 1. οπότε δεν υπάρχει περιοχή Οω(1, δ) µε ὃ Θετικό γύρω από το 
ΧΞ 1 ὡστε να έχει νόηµα το παραπάνω όριο. 


Παρατήρηση 7.11. Εδώ φαίνεται ὁτι έχουμε µια εξαίρεση, δηΏαδή 
ένα αυτιπαράἀδειγµα για τηυ προηγούµενη πρὀταση. Όμως δευ πρὀκει- 
ται για κάτι τέτοιο, αφού οι δύο συναρτήσεις δευ ορίζουται στην ἰδια 
περιοχή του Χο Ξ-- Ο. το οποίο όμως εἶναι σηµείο συσσώρευσης τωυ πε- 
δίων ορισμού και των δύο συυαρτήσεωυ. 


Παρατήρηση 7.12. Επειδή οι έννοιες της συνέχειας, της παραγώγι- 
σης, καιτης οποκβήρωσης περιέχουν την έννοια του ορίου, οι ιδιότητες 
και τα προθΛήµατα που παρουσιάζει αυτὀ, µεταφέρουται και για αυτὲς 
τις έννοιες αντίστοιχα. 





Πρόταση 7.19. Αν 
μπι Γα)ξ-)εξ 
Χ-ὃ»Χχο 
τότε 
Ππι [001 Ξ 4 
Χ-ὸ»Χο 
Ισχυρισμός 7.14. Ισχύει και το αυτίστροφο, δηῃαδή αυ Ίπι | ϱο| Ξ 
Χ-ὸ»χο 
[| τότε Ππι Γ(0) Ξ εκ. 
Χ-ὸΧο 
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Αντιπαράδειγµα 7.15. Για τη συνάρτηση 
δα : 
0 ως μεχεξ 
χ 
ισχύει ότι Επῃ |Γωο| Ξ 1 ενώτο Επῃ ΓΕ (α) δεν υπάρχει. 
Συμπέρασμα 7.16. Το αντίστροφο ισχύει µόνο αυ {Ξ 0Ο. δηῃαδή: 
μπι Γ0)Ξ0Θδ πα) ΞοΟ 
Χ-»Χο Χ-ὉοΧρ 
Ισχυρισμός 7.17. Δυ 


Ππι [οἱ - εξ 
Χ-ὸ»χο 


τότε 


Ππι Γρ) -εή -ἲ 
Χ-ὸ»χο 
Αντιπαράδειγµα 7.16. Για την 


1. χΧ320 


τὶς ααῦὸ ο. 


Γ00Ξ 
ισχύει ότι πι /ψ ωο| Ξ 1 ενώτο μπι Γ;Γ(α) δεν υπάρχει. 
Συμπέρασμα 7.19. Αυ 


μπι |οο[- εξ 
Χ-ὸ»χο 


τότε 


μπι Γ() ΞΡή -ἓή ΔΕΝ υπάρχει 
Χ-ὸ»Χο 
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Πρόταση 7.20. (ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ) 
Αυ χο σηµείο συσσώρευσης του συυόβου ΑἜ« Κ., καιγια τις συναρτήσεις 
Π(κ), Γ(κ), σ(κ) που εἶναι ορισμένες Ἔ στο Α ισχύει ότι 


Πα) ς Γία)ς« οί) 
για κάθε χ που αυήκει στο Α και επιπΠέου 


Ἠπι Π(α) Ξξ πι ο) ξ{εξ 
Χ-ὸΧχο 


Χ-Ὁο.Χρ 


τότε υπάρχει το όριο της Γ και είναι 
πι [0 Ξ ϱ 
Χ--»λΧο 


Παρατήρηση 7.21. Το συμπέρασμα του κριτήριου της παρεµθοβής 
ισχύει και ὀταν οι αυισότητες εἶναι γυήσιες δηβαδή ὀταυ: Π(α) «/{Γ0ο « 
ο(σ. Αυτό συμθαίνει γιατί Π(α) «Τ(α) «αία) 5 Π(α) ς Γία) ς οί) 
και είναι πιο ἐυκολη η ύπαρξη της γυήσιας ανισότητας (ισχυρότερη). 
Επιπβέου, το κριτήριο της παρεµδοβής ισχύει ακόµα και όταν το κ τεΐνει 
στο ἀπειρο ή το ὁριο ισούται µε ἀπείρο. 


Ισχυρισμός 7.22. Αυ γιατις συναρτήσεις Π(α), Γ(α), α(α) που είναι 

ορισμένες σε µια περιοχή του χο ΕΚ. ισχύει ὁτιΠ(α) « Ε(α) « 6() για 

κάδεκχ που αυήκεισε αυτή την περιοχή, και πι (κ) Ξ πι, Ππι (ας) Ξ 
Χ-οΧο Χ-»χο 


ῥμεπις« [,τὀτεπις πι Γ(α) ς ὐ. 
Χ-ὸΧο 
Αντιπαράδειγµα 7.28. Έσιω (κ) Ξξ -χξ -α, {(Ὁ Ξ αι σ( Ξ 
Χ 


χ «1 µεχεχκ’, καιισχύει Π(κ) «Γ() « ο(α)γιακάθεχ εκ’. 
Έχουμε μπι Π(α) Ξξ -], Επι σ(α) Ξ 1, ενώ μπι («) δεν υτιάρχει. 





ὃσε πολλά βιθλία διαθάζουµε ότι οι 3 συναρτήσεις ορίζονται σε µια περιοχή του 
Χο χωρίς να αναφέρεται ότι αυτό είναι σηµείο συσσώρευσης. Αυτό βέθαια σηµαίνει 
έχουµε διάστηµα της µορφής (ὰο -- δ. Χο) Ὁ (10. Χο Ἔ ὃ) οπότε και το χο αποτελεί 
σηµείο συσσώρευσης αυτού. 
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Πα) 








Σχήµα 7.5: Αντιπαράδειγµα για το κριτήριο της παρεµθολής 


Συμπέρασμα 7.24. Η αυισότηταπι« πι Γ(κ) « ισχύει µε την προ- 
Χ-»Χχρ 
ὑπόδεση ὀτι υπάρχειτο πι Γ (κ). ΕπιπΠέου, αυπι Ξ ἔτὀτε συνεπάγεται 
Χ-ὃ»Χο 
ῃ ύπαρξη του ορίου χωρίς να απαιτείται απὀ τηυ υπόδεση, ᾽ και είναι 
μπι Γ(9 Ξ 4. 


Χ- δΧο 





Πρόταση 7.25. ('ΟΡΙΟ ΣΥΝΘΕΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ) 

Αυ χο σηµείο συσσώρευσης του Ας Ἐ, συνάρτηση 6: Α -» Ἡ τέτοια 

ώστε πι (ας) Ξ ἔκαιΓ: Β -»Ἐ συυεχής στο, µεασ(β) ς Βς Ἱ και 
Χ-ὸ»Χχρ 


Ρε Β, τότε 


μπι Γ(σοο)Ξ {8 
Χ-»Χο 





Αυτό συμµθαίνει λόγω της ισχύος του κριτήριου παρεµθολής, η υπόθεση του 
οποίου δεν περιέχει την ύπαρξη του ορίου Ηπῃι. νι Γ(α) παρά µόνο ότι η Γ ορίζεται 
στο υποσύνολο Ατων πραγματικών αριθμών, Και ότιτο χο εἶναι σηµείο συσσώρευσης 
του Α. 
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Ισχυρισμός 7.26. Ισχύει πάντα ότι 
ἵνπη / (609) --/ [1ήπι σ 09) 
Χ-ὉοΧρ Χ-»χο 


Αντιπαράδειγµα 7.27. Δίνονται οι συναρτήσεις 


Γ0δ-Ξ στ. µεκχε(ο,1)Ο (1, Γοο) (7.6) 
και 
οᾳα)ξκε], µεχεχκ (7.7) 
Έχουμε 
Γ(ο(ϱ)Ξ κ. µεκχε(-1, 0) ὐ (0, Γοο) 
και : 
ο ώς ώ 
Χ-»0 Χχ-»0 Χχ 
ενώ 


Επι σ 00) --Γ(α) 
το οποίο όµως δεν ορίζεται. 


Αντιπαράδειγµα 7.28. Δίνονται οι συναρτήσεις 





πο, χο 
Π(α) Ξ ον ο (7.68) 
και 
καᾳα)2χ µεχεχκξ (7.9) 
Έχουμε 
σίπ(2χ) χο 
(κ - αχ 
(κο) ο ο 
και ο . 
Χ 4 
ο μβτω οο η 
Χ-οὸ0 Χ-οὸ0 2χ 
ενὠ 


Ἁ [ιτ 9) -μ(0) - 8 


και είναι διαφορετικό. 


10ΟΥ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΡΙΑ 


Παρατήρηση 7.29. Στο 1ο αυτιπαράδειγµα αυ 
Χο 0,1 
(τα σηµεία στα οποία δευ ορίζεται η {Γ (ᾳ(00)), τότε 
Ππι (χα) ξαγ1,ο" 
Χ-2Χο 


(δηβαδή το Ηπι 6(α) αυήκει στο πεδίο ορισμού της { (α)), οπότε 
Χ-ὸ»χο 


{[ απ σ 09) --/ (α) 


ορίζεται πΏέου. 
Ἐστω Χρ Ξ 2 τότε 


; ἴπὃ 
Γ[ήπισο))- ΓΣ τς 
κα ἶπ( 1) ἴπὃ 
: ο πα -Ε τι 
ο πω ο το, 
δηΛαδή εἶναι ἰσα. 
Στο 2ο αυτιπαράδειγµα το χο Ξ- 0Ο αυήκει στο πεδίο ορισμού της 
Ππ(Κ(α)). ἆρα δευ είναι η αιτία τής µη ισχύος της ισότητας. Αυ όµως 
υποδέσουµε ότι η Π (Κ(20) είναι συνεχής, δηΛαδή ἐχουμε 


σίπ(2χ) 


- πι, Χο 
Νεο μα 





τότε πο κοῦ) ΞΠπίθο)ξ«- πι (κ (0). 


Ισχυρισμός 7.90. ΤΟ ὁριο µιας συνάρτησης στο χο εἷ ΔΕΝ υπάρχει, 
αυ αυτή ΔΕΝ ορίζεται σε κανένα διάστηµα της µορφής (10.α)μεαε 
Κ, α-ο. 
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Αντιπαράδειγµα 7.51. Έστω η συνάρτηση 


1 κ. 
αντ μες τς όπου κε”Ζ δηλαδή 
1 1 1 1 1 1 
κεΑ-{-1,-σ,-σι-χ. ο υ έν χις.σ.α] (7.10) 
2 Ὁ, 8 4 Ὁ 2 


η οποία ΔΕΝ ορίζεται σε καμμία περιοχή της µορφής ὠ(0,α)μεα ε 
Κ και α Σ 0, δηλαδή ΔΕΝ υτιάρχει διάστηµα γύρω απο το μηδέν, 
οσοδήποτε “κοντά” και αν πλησιάσουµε στο οποίο να ορίζεται. Όμως 
το όριο στο μηδέν υπάρχει και είναι 11πι ΓΕ) Ξ 0. γιατίτο μηδέν εἶναι 


σηµείο συσσώρευσης» του συνόλου Α, Και όλα τα άλλα σηµεία είναι 
μεμονωμένα. 


ΠΡΟΣΟΧΗ! 
Οι παρακάτω δύο εκφράσεις δεν εἶναι ταυτόσημες: 


9 Ἡ συνάρτηση ορίζεται σε περιοχή της µορφής ὠᾳαφ,α)μεαςαεχξ 
και α Σ 0, οσοδήποτε “κοντά” στο σηµείο χο. 


ο Σε Κάθε περιοχή της µορφής «(ρ.α)μεα εξ. α 5 0, υπάρ- 
χουν σηµεία του πεδίου ορισμού της συνάρτησης. 


Το ὁὀριο έχει νόηµα αρκεί να ισχύει η 2η ἐκφραση, δηλαδή αρκεί 
να υπάρχουν σηµεία του πεδίου ορισμού της συνάρτησης οσοδήτοτε 
κοντά” κι αν πλησιάσουμµε στο χο. Δηλαδή αρκεί το χο να εἶναι σηµείο 
συσσώρευσης του πεδίου ορισμού. 

Στο παράδειγμά µας η { ορίζεται σε σύνολα (όχι διαστήµατα)΄ 
γύρω απόὀ το μηδέν, που περιέχουν όµως άπειρους όρους του πεδίου 





5Το χο είναι σηµείο συσσώρευσης του συνόλου Α (δεν ανήκει απαραίτητα στο 
Α), αν σε κάθε περιοχή του χο υπάρχει ένα τουλάχιστον χ ᾷ χο µε χε Αίκαι άρα 
άπειρα). 

6Το χο Εε Α εἶναι μεμονωμένο σηµείο του συνόλου Α, αν υπάρχει περιοχή του χο 
ώστε το μόνο κοινό στοιχείο µε το Α είναι το χο. 

"Ένα υποσύνολο Α του Ἑ είναι διάστη]α, τότε Και Ἰόνο, όταν περιέχει κάθε κ 
που βρίσκεται μεταξύ 2 οποιονδήποτε στοιχείων του Α. 

(Ένα σύνολο Ας Ἑείναιδιάσηµα «ΞΞΟΥΧΙΧχι«Χ«κΧο,ΧιιλΕΑΞΧχε Α) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΡΙΑ 


ορισμού. 





Πρόταση 7.32. (΄ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΙ ΟΡΙΟ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ) 


πι Γ(0ϐ) Ξξ 5 πι Γ(π) Ξ ἰ 


Χ-»οο 


με 
χεξι, πεΝ, Ρεξ) {-οο, 1-οο] 


Ισχυρισμµός 7.39. Ισχύει και το αυτίστροφο. 
Δηβαδή, αυ Ἠπι {(π) Ξ ἔτότε Επι ΓΕ) Ξ 4 
π-ὸΓοο χ-ὸἜοο 


Αντιπαράδειγµα 7.94. Υπάρχει συνάρτηση { τέτοια ώστε η ακολου- 
δία Γ(π) να συγκλίνει, ενώ η συνάρτηση {(α) όχι! 


1, χΧχΕεΝ 
Γῶτιο ΧΕΒΙΝ (7.1 1) 


και ενώ [πι Γ(α) ΔΕΝ υπάρχει, έχουμε Ππι Γ(π) Ξ 1. 
Χχ-Έοο π-ὸ ου 
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Κεφάλαιο 8 


ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


»Υπάρχει συνάρτηση που είναι συνεχής σε 1 µόνο σηµείο. 
Παράδειγμα 8.1. Η συνάρτηση! 


- Χ, χεο 
γῶ-γ τὸ κεμια σας. (8. 1) 


είναι συνεχής µόνο στο αχ Ξ 5, και λαµθάνει κάθε τιµή του συνόλου 


τιμών [0, 1] ακριθώς 1] φορά. Είναι δηλαδή "1-1 συνάρτηση. Όμως 
δεν είναι σε κανένα υποδιάστηµα του πεδίου ορισμού της μονότονη! 


Παράδειγμα 8.2. Ἡ συνάρτηση 


Χ, χεο 


κ - χεΕΙΟ (8.9) 


είναι συνεχής µόνο στο κΞ 0. 
Παρατήρηση 8.3. Μια συνάρτηση της µορφής 


αα), χεο 


αι χΕεΕΙΟ (8.3) 


είναι ασυνεχής παυτού εκτὀς απὀ τις ρίζες της εξίσωσης α(α) Ξ Ρ(9. 
(Με την προὔπόδεση ὁτι οι 2 κΏάδοι της [ ορίζουται) 





Ἰβλέπε 15, σελ.208. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8δ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ 





»Υπάρχει συυάρτηση που ΔΕΝ είναι συνεχής σε καυένα λο εκ. 


Παράδειγμα 8.4. Ἡ συνάρτηση ᾿ὈιΓίοΠ]εί”: 


ωτ[ς αν χεζξἰΙΟ 


1, ανχεο 


είναι ασυνεχής σε κάθε αρ ε Ἰ. Το σύνολο των ρητών ϱ είναι πυκνό 
στο Ἐ, οπότε υπάρχει ακολουθία ρητών (απ), ώστε αι -ὃ χο ε Κ.. 
Ἠπτίσης το σύνολο των αρρήτων είναι πυκνο στο Κ., οπότε υπάρχει 
ακολουθία αρρήτων (Ώῃ) ώστε ὃν -Ὁ χο εκ. Έχουμε τότε Γ(αι) Ξ 1. 
και Γ (Ομ) Ξ 0 και είναι διαφορετικἀ. Δυτό σηµαίνει ότι η Γ δεν έχει 
σε κανένα σηµείο χο όριο, οπότε δεν είναι και πουθενά συνεχής. 


»Υπάρχει συνάρτηση συνεχής σε άπειρα σηµεία, και ασυνεχής 
επίσης σε άπειρα σηµεία. 


Παράδειγμα 8.5. Η συνάρτηση” 


Ο 


: Χχεξλο,α«το 


:, ΧΞτ,πιπελΝ, (πιπ)Ξ1 ο 


/( Ξ 
είναι συνεχής σε κάθε άρρητο και ασυνεχἠς σε κάθε ρητό. 
Παράδειγμα 8.6. Ἡ συνάρτηση ακέραιο) μέροςτουχεξ 

Γία) ΞΙκ] 


είναι ασυνεχής σεκάθεκ εὔΖ αφού είναι Ηπι[χ]Ξ- κ-ἶ ενώ Ππι[αχ] - 
Χο] Χο] 


κ και συνεχής στο ξλΖ. 





ἈΒλέπε απόδειξη στο 4, σελ.124. 
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Πρόταση 8.7. Αν η Γ(α) εἶναι συνεχής στο χο ΕΚ. τότε και η | (α)| 
εἶναι συνεχής στο Χο. 


Ισχυρισμός 8.8. Ισχύει και το αντίστροφο, δηβαδή αυ |/ (α)| είναι 
συνεχής στο χο Ε Χ. τὀτε και η Γ εἶναι συνεχής στο χο. 


Αντιπαράδειγµα 8.9. Δίνεται η 


1, κ3250 
Ξ- : 8.5 
/ῶ .. .. (6.5) 
για την οποία ισχύει|/{ (α)|/Ξ 1 για κάθεκχ ΕΚ. και άρα συνεχής τια- 
ντού σαν σταθερή συνάρτηση. Όμως το μπι ΙΓ (α) δεν υπάρχει, οπότε 
η / (9) δεν είναι συνεχής στο κΞ 0. 
Ακόμα χειρότερα, αν η Γ οριστεί ὡς εξής: 


. 1, χεο 
Γω-{ χεΕΙΟ (8.6) 


τότε η Γ(α) δεν είναι συνεχής πουθενά, ενώ η |Γ(α)| Ξ 1 είναι συνεχής 
παντού. 


Πρόταση 8.10. Αν [ και ο εἶναι συνεχείς συναρτήσεις στο χο Εε Κ, τότε 
6ο 
6.9 
και οι συναρτήσεις: . | 2 εἶναι συνεχείς στο χο. 
ο 
4 οο)() 


(Με την προὔπόδεση ὁτι ορίζουται στο χο) 


Ισχυρισμός 8.11. Ισχύει και το αυτίστροφο, δηΏαδή αυ το ἀδροισμα, 
το γινόμενο, το πηΛίκο ᾖ η σύνδεση δύο συναρτήσεων εἶναι συνεχής συ- 
νἀρτηση, τότε κάδεµια εκ των δύο συναρτήσεων εἶναι συνεχής επίσης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8δ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


Δίνεται για κάθε περίπτωση ξεχωριστά: 
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Για το άθροισμα ({ -- α)(α): 
Αντιπαράδειγµα 8.12. 


μι ὃ [ο 
ὃς ὃς 


Γω-{ 


και . 
: Ξ 
ο -1, αΧΞξο 
Έχουμε ({ -- ο)(«) Ξ κ και είναι συνεχής για κάθε χε Ἐ. ενώ 
οι συναρτήσεις Γ και 6 ΔΕΝ είναι συνεχείς στοκ Ξ 0. 
Για το γινόμενο ({ ο) 090: 
Αντιπαράδειγµα 8.19. 


ο το 
Γω-1 ο ες 


και ἱη(2 
5ἷπ( ον χο 


--- Χ 

ο) πο 

οι οποίες ΔΕΝ είναι συνεχείς στο χΞ 0 ενώ η συνάρτηση 
ίηαχ , δἱη(2Χ) χο 


σφω-{ ρπ 


ΧΞΟ 
είναι συνεχής σε ὀλοτο Κ. 


Παρατήρηση 8.14. Επίσης, οι 2 συναρτήσεις αποτεβούυ πα- 
ρἀδειγμα και για το ἀδροισμα: 
δίη χ-δίπ(2χ) χο 


σνφω-ί ἃ, ' 


ΧΞΟ 


το οποίο είναι συνεχής σιοκχΞ 0. 


Για το πηλίκο κ] (0: 
ο 
Αντιπαράδειγµα 8.15. 


4 5ἱΠ Χ 
αμα 
{6- ο ορ 


και 


βΙη(2χ) χο 
ου)” νι μες 


οι οποίες ΔΕΝ είναι συνεχείς στο χΞ 0 ενώ η συνάρτηση 


ζ]ω- σετ. ΧΑ όπου κε 
[| κκ. 2, ΧΞΟ 


είναι συνεχής στο χΞ 0. 


Για τη σύνθεση (Γος)(α): 
Αντιπαράδειγµα 8.16. 
{α)- νεὸ-κ 
με 
χε(-οο,ο]ί [1, --οο) 


η οποία είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της, και 


ὅν - χο, ΧΦΟ 
κ“. Ί-ακ χ«ο 


η οποία είναι ασυνεχἠς στο κ Ο, ενώ η σύνθεση 


ΧΥΧΧΣ ΕΙ, χο 


ὀ-αχ, χ«-ο 


οῶ-{ 


Χ 


που είναι συνεχής στο Ἱ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8δ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


Αντιπαράδειγµα 8.17. Ακόμα χειρότερα, οι συναρτήσεις 


ο ἂν «ερ 
Γῶ-{ς χεΕΙΟ 


και 
ϐ κχεο 


σο-( π, ΧεΕλΟ 


είναι ασυνεχείς παντού, ενώ η 
(οο(φο Υχεκ 


είναι συνεχής παντού σαν σταθερή. 





Θεώρημα 8.18. (ΒΟΙΖΑΝΟΡ Αυ η συνάρτηση { εἶναι συυεχής στο 
διάστηµα [α. Β] και ισχύει ότι Γ(α) : Γ(8) «0Ο. τότε υπάρχει ἑνα του- 
Λάχιστου κ εία, Β) τἐτοιο ώστε { (α) Ξ 0Ο. 


9 Αν κάποια από τις προὐποθέσεις δεν ισχύει, τότε δε μπορούμε 
να εφαρμόσουμε το θεώρημα. 


1. Αν η Γ ΔΕΝ είναι συνεχής στο [α, Ρ] τότε ΔΕΝ έχει απαρα- 
{ητα ρίζα στο (α, Ρ). 


Παράδειγμα 8.19. Ἡ συνάρτηση 


(8.0 


ορίζεται στο [1, 3], ισχύει ότι Γ(1):Γ(9) Ξ -2 «0. αλλά 
δεν είναι συνεχής στο ΧΞ 2, και δεν έχει ρίζα στο (1, 9). 





ἙΒετη]ηατά Βο]ζαπο 
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Παράδειγμα 8.20. Η συνάρτηση 
1. Ἱ«αχκς2 


οδ-- 
Γῶ-{ ἡ μα 


ορίζεται στο [1, 2|, ισχύει ότι Γ(1):Γ(2) Ξ -ιἶ «0, αλλά 
δεν εἶναι συνεχής στο άκρο κ Ξ 2, και δεν έχει ρίζα στο 
(1,2). 

2. Αν γιατην Γ ΔΕΝ ισχύει ότι Γ(α) : Γ (0) « 0, τότε ΔΕΝ έχει 
απαραίτητα ρίζα στο (α, β). 


(8. 8) 


Παράδειγμα 8.21. Η συνάρτηση 
Γώθτα, αν χε[Ι,2] (8.9) 


είναι συνεχής στο [1,2], αλλά ισχύει ότι {[(1).ΕΓἩ(2)Ξ2320 
. και δεν έχει ρίζα στο (1, 2). 


ο ΤΟ αντίστροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. 


Ἡ συνάρτηση µπορεί να έχει ρίζα αλλά να µην ισχύει καμμία 
από τις προὐποθέσεις του θεωρήματος. 


Παράδειγμα 8.22. Ἡ συνάρτηση 


(κ- 1, ος«κ 


Χ, 2«κχ πας 


Γ (ο) Ξ 
έχει 1 ρίζα στο (0, 3), αλλά δεν είναι συνεχής στο [0, 9] (ειναι 
ασυνεχής στο κΞ 2), καιισχύει /{(0):Ε(9)Ξ59 320. 


Θεώρημα 8.28. (ΕΝΔΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ) 4 

Αυ µια συνάρτηση εἶναι συνεχής στο[α.β].μµε/Γ(α) :Ε { (0), τότε για 
κάθε κ που βρισκεται αυἀάµεσα στις τιµές Γ(α), [ (9), υπάρχει τουβάχι- 
στου ένα χ ε{(α, Β) τέτοιο ὥστε [(α) Ξ κ. 





ΑΜΙια διαφορετική διατύπωση είναι η εξής: 
Αν η συνάρτηση / εἶναι στο διάστηµα Δτων πραγματικών αριθμών συνεχής, τότε το 
σύνολο τιµών της {, το {(Δ) είναι επίσης διάστηµα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8δ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


ο Το ότιη συνεχής συνάρτηση Ε στο κλειστό [α, Β] ταίρνει όλεςτις 
τιμές μεταξύ των Γ(α) και Γ(9), ΔΕ σηµαίνει ότι κατάνάγκη πα- 
{ρνει µόνο αυτές, δηλαδή ότιτο σύνολο τιμών είναιτο[{(α), { (9)] 


ήτο (9), Γ(α)]. 


Παράδειγμα 8.24. Η συνάρτηση {(α) Ξ χ µεκχε [-1,2] 
είναι συνεχής, και έχουµε {[(-])Ξξ1-α4- /[(2). οπότε εφαρ- 
μόξζοντας το Θ.Ενδ.Τυιμώὼν συμπεραίνουμε ὁτι παίρνει όλες τις 
τιµές μεταξύ του 1 και του 4. Όμως Γ(0) Ξ 0 καιτο μηδέν 
δεν ανήκει στο [/(-1),./Γ (2)! Ξ [1,4]. Βλέπουμε δηλαδή ότι 
4-12) Ξ5[0,4] {1,4 Ξ/(Γζῶ). 














Σχήµα 8.1: Γκ) κό µεχε[-1,2] 


Παρατήρηση 8.25. Το διάστηµα που ορίουντα Γ(α). Γ (9) µε 
Γία «/{(9) 


δευ εἶναι το σύνοβο τιμών της { στο κΛειστό [α. Β|. αΏβΏά υπο- 
σύνοβό του: 


υ(α).Γ(0]ς Γ ία, Ρ)) 
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- Θα εἶναι [{(α), Γ(9)] Ξ Γ([α, Β]) µόνο αν η Γ είναι συνεχής 
και επιπλέον είναι αύξουσα. 


9 Αν η συνάρτηση }Γ έχει στο [α, 5] την «Ιδιότητα της Ενδιάµεσης 
Τιμής» ὃ, δηλαδή παίρνει κάθε τιμή μεταξύ των /(α) και {(9). 
ΔΕ; συνεπάγεται απαραίτητα πως είναι και συνεχής στο [α, Ρ|. 


Παράδειγμα 8.26. Ἡ συνάρτηση 


8ἱη4, χάο 
Γῶ-{ ο ᾱ (6.11) 
ο οἳ -ο 
γιαταχ ε [στ 3 παίρνει κάθε τιµή μεταξύ των { ( Ξ---] 
πι πε π 


2 
και Γ () Ξ 1, και μάλιστα άπειρες φορές. Ἑήναι συνεχής για 
π 


-. 
κάθε χ 0, όµως ΔΕΝ είναι συνεχής στοκ Ξ 0 αφούτο μπι 1η -- 
χ-ὃ χ 

ΔΕΝ υπάρχει. 


Παρατήρηση 8.27. Η συνάρτηση { Θα είναι συνεχής στο [α, Β] 


1. αυ ἐχειτηυ ιδιότητα των ευδιάµεσων τιµών και είναι µουόὀτο- 
νη στο [α, Ρ]. ὃ 
η 





5Η συνάρτηση { έχει στο διάστηµα Δτων πραγματικών αριθμών την «Ιδιότητα της 
Ἠνδιάμεσης Τιιής» αν ικανοποιεί το συμπέρασμα του θεωρήματος της Βνδιάµεσης 
Τιμής, δηλαδή αν η εικόνα κάθε υποδιαστήµατος του Δ ως προς την { είναι διάστη- 
μα. Έτσι μπορούμε να ἐχουμε µια διαφορετική διατύπωση του θεωρήματος της 
Ἠνδιάμεσης Τιμής, τιου είναι η εξής: (Βλέτι σχετικά στο [17]. τόμος 1, σελ.155, 
ασις.10-91) 
Κάθε συνεχἠς συνάρτηση που ορίζεται σε ἑνα διάστηµα των πραγματικών αριθμών, 
έχει την ἁδιότητα της Ενδιάµεσης Τιμής». 
Ἑλέπε επιπλέον και την παρατήρηση 8.35 στη σελ. 1235 σχετικά µε παράδειγµα 
συνάρτησης ορισμένης σε διάστηµα που έχει σύνολο τιμών επίσης διάστηµα, αλλά 
δεν έχει την «διότητα της Ενδιάµεσης Τιμής». 

ΒΗλέπε σχετικά το πρόθληµα 8.38 στη σελ. 12538 και την πρόταση 8.40 στη 
σελ. 125. Για απόδειξη βλέτιε στο [26] στη σελ. 2268. 
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1 
Σχήµα 8.2: [(α) ξ- δίη- αν χ40,καιθοανκΞξο 
χ 


2. αυ εἶναι φραγµένη και µονότουη στο [α, Ρ]. ΄ 





Θεώρημα 8.28. (ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΤΙΜΗΣ) 
Αυ µια συνάρτηση εἶναι συνεχής σε κῄΠειστό διάστηµα του . τότε 
Λαμδάνει " μέγιστη και εηΏἀχιστη τιµή σε αυτὀ. 


9 ΗἩ προὐπόθεση της συνέχειας στα άκρα του διαστήματος είναι 
απαραίτητη για την ισχύ του θεωρήματος. 





ἸΒλέπε σχετικά το αντιπαράδειγµα 8.52 στη σελ. 132. Τια απόδειξη βλέπε 
στο [260] στη σελ. 258. 
ΒΜπτιορεί να παρουσιάσει ολικἀ ακρότατα στο διάστηµα αυτό σε πολλές τιμές του 
κ 
; : , πτ στι 
Π.χ. η συνάρτηση κίπχ στο διάστηµα [0, 4ττ]. όπου /{ ας 


Ότι Τπ Ξ - 
πο ολ. 


]- 1 - ζω Κα 
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Παράδειγμα 8.29. Ἡ συνάρτηση 
αλα] πια κχεί(ο. 1) 


είναι συνεχής στο ανοιχτό (0Ο, 1), χωρίς όµως να παρουσιάζει 
ολικά ακρότατα εκεί, Και το σύνολο τιμών της είναι το διαστηµα 
(1.2). Αν ἦταν όµως συνεχής στο Κλειστό [0, 1] τότε Όα είχε 
ολικό μέγιστο το 1 και ολικό ελάχιστο το 2. (Σύνολο τιμών το 
[Π1,2)) 


9 Το αντίστροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ, δηλαδή µια συνάρτηση μπορεί να 
παρουσιάζει ολικό μέγιστο Και ελάχιστο χωρίς να είναι συνεχής. 


Παράδειγμα 8.930. Ἡ συνάρτηση 


Χ, ος 
. (8.12) 


ΧΕΙ, 


Γῶ-{ 


παρουσιάζει ολικό μέγιστο {ίσο µε 98, ολικό ελάχιστο ίσο µε 0. 
αλλά δεν εἶναι συνεχής στο χΞ 1, ἀρα µη συνεχής στο κλειστό 
[ο, 2. 





Πρόταση 8.91. Αν µια συνάρτηση Γ(α) είναι γυησίως µουνότουη στο 
διάστηµα Δς Ἐ τότε είναι και" 1-17στο Δ. 


Ισχυρισμός 8.32. Ισχύει καιτο αυτίστροφο, δηῃαδή αυ µια συνάρτηση 
09 εἶναι" 1-1’, τὀτε εἶναι και γυησίως μονότονη. 


Αντιπαράδειγµα 8.99. Ἡ συνάρτηση 
1 

1αΞξ- 

ρα 


με 
χε (-οο,θ) ω (0, --οο) 


εἶναι “1-1” στο Κ” αλλά δεν εἶναι γνησίως μονότονη εκεί. 
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Κάποιος Θα μπορούσε να υποθέσει ότι φταίει μόνο το Π.Ο. που 
είναι ένωση διαστημάτων, αλλά όπως φαίνεται στο αντιπαράδειγµα 
που ακολουθεί, ακόµα και αν η συνάρτηση είναι 1-1) σε διάστηµα, 
και το σύνολο τιµών αυτής είναι επίσης διάστηµα, δεν αρκεί για να 
είναι η συνάρτηση γνησίως μονότονη. 


Αντιπαράδειγµα 8.94. Όμως η συνάρτηση 


ο(α) ή ο η (8.139) 


είναι "1-1᾽ στο [0.2] αλλά όχι γνησίως μονότονη σε αυτό, αφού όπως 
φαίνεται και στο σχήμα, είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1) και γνησίως 
φθίνουσα στο[1,2|. 
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Παρατήρηση 8.95. Η προηγούµενη συνάρτηση µε τύπο (8.13) έχει 
σύνοβο τιµών το 


140,2) - Ο.Ε) -[0,2] 


το οποίο εἶναι διάστηµα. χωρίς όμως υα ἐχειτηυ «διότητα της Ευδιάμµε- 
σης Τιμής ", αφού π.χ. στο διάστηµα |Ο, 5 το σύνοβο τιµών της Γ είναι 


το[ο,]1)ω μα, 9] το οποίο δευ είναι διάστηµα. 
Συμπέρασμα 8.96. Το Δ πρέπει να΄ναι διάστηµα και ὀχι ἑνωση δια- 


στηµάτων. Αυτός είναι ο Λόγος που η 


19Ξ 


ὃς | 


δευ εἶναι γνησίως µουότονη, ευώ για τη 6(α) µε τύπο (8.13) αυτὀ που 
φταίει εἶναι ὁτι δευ εἶναι συνεχής στοκ Ι. 

Άρα: 

Στηυ ιδιότητα "1-1 µιας συνάρτησης σε ἑνα διάστηµα Δ, πρέπει να προ- 
σδέσω την ιδιότητα της συνέχειας στο Δ, ὥστε η συνάρτηση να εἶναι και 
γνησίως µουὀτονη στο Δ. 


Ισχύει η παρακάτω πρόταση: 


Πρόταση 8.37. Αν µια συνάρτηση εἶναι 1-1’ και συυεχής σ΄ένα δι- 
ἁστηµα Δς Ἐ τὀτε εἶναι και γυησίως µουότονη στο Δ. 





Πρόθλημα 8.98. Τότε µια γνησίῶς μονότονη συνάρτηση σε ένα δι- 
άστηµα Δ, εἶναι και συνεχής στο ἶδιο διάστηµα; 


Πρόκειται για το αντίστροφο της πρότασης δ8δ.2Υ στη σελίδα 125, 
το οποίο δεν ισχύει. 


Παράδειγμα 8.99. Ἡ συνάρτηση 


Χ ασνχς«ςο 
Ὅ ανχκ»ο ο- 
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Χ ανχς«ςο 
ΧΕΙ ανχἝο 


Π() Ξ 





Σχήµα 8.4: 
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εἶναι γνησίως αύξουσα στο Ἑ αλλά δεν είναι συνεχής στο χΞ 0. 
ἙῬλέπουμε ότι στο παράδειγμά µας το γεγονός τιὼς το πεδίο ορισμού 
της ᾗ (αχ) είναι το Κ (διάστηµα και όχι ένώση διαστημάτων) δεν είναι 
αρκετό για να µας παράγει τη συνέχεια της Π(α«). Άρα αν µια συνάρ- 
τηση είναι γνησίως μονότονη σε ένα διάστηµα Δ, δε συνεπάγεται ότι 
9α είναι και συνεχής σἀυτό. 


ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ: 
Πρόταση 8.40. 'ΌΑυμια συυάρτηση εἶναι γυησίως µουότουη σε ένα δι- 
ἀστημα Δ, καιτο σύνοῇο τιµών αυτής είναι διάστηµα. τὀτε η συνάρτηση 


Όα εἶναι και συνεχής στο Δ. 


Έτσι καταλαθαίνουµε γιατί η Πι(α) δεν είναι συνεχής: 
Το σύνολο τιμών της (--οο, 0] ώ (1, --οο), δεν είναι διάστηµα, αλλά 
ένωση διαστημάτων. 


Παρατήρηση 8.41. Μπορεί όµως µια συνάρτηση υα είναι γνησίως 
µουὀτουη σε ένωση διαστημάτων, και, εἴτε το σύνοῇο τιμών αυτής είναι 
διάστηµα είτε ένωση διαστημάτων, η συνάρτηση να είναι συνεχής. 
Παράδειγμα 8.42. Ἡ συνάρτηση 


Χ ανχςκο 
κα) Ξ 1 
6) -- αν χὸ]1 τοι 
εἶναι γνησίως αύξουσα (άρα και "1-13, έχει σύνολο τιμών το δι- 
άστηµα Ἐ και εἶναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της (--.οο,ο] (1, --οο), 
παρά το ότι αυτό δεν είναι διάστηµα. 
Παράδειγμα 8.49. Ἡ συνάρτηση 
«(χ) Ξχμεχκοήκχλι1 (8.16) 
εἶναι γνησίως αύξουσα, αλλά τόσο το πεδίο ορισμού όσο και το 


σύνολο τιµών αυτής είναι ένωση διαστημάτων, το (--οο,ο| ω (1, --οο). 
Όμως είναι συνεχἠς στο πεδίο ορισμού της. 





οΏλέπε σχετικά µε την «διότητα της Βνδιάµεσης Τιμής» στη σελίδα 119. 
1ΟΜερικό αντίστροφο του Θεωρ.Ενδιάµεσων Τιμών. [Βλέτιε απόδειξη στο 16, 
σελ.70Ο] 


125 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8δ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
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«(χκ) Ξχμεχκκθούήκλ1 





Σχήµα 8.6: 
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Πρόταση 8.44. Αυ µια συνάρτηση { (α) είναι συνεχής και µη σταδερή 
σε διάστηµα Δ, τότε το [ (4) είναι διάστηµα. '! 


» Το αυτίσιροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. 


ο Μπορεί να έχουµε απεικόνιση διαστήματος Δσε διάστηµα {(8), 
χωρίς η Γ να είναι συνεχἠς στο Δ: 


Παράδειγμα 8.45. Ἡ συνάρτηση!” 
{ωσκ-Ια] (8.17) 


µεκαχ ΕΔΞΙΟ,9] , Γ(ΔΞ[0,1) και σημεία ασυνέχειαςτα κ 1,2, 9. 


Παράδειγμα 8.46. Η συνάρτηση 


οω-{ -Χ-ῶ αν 


όπου χ εδΞΙ[0,2], α(Δ) Ξ [0,2] και σημείο ασυνέχειαςτο κ 1. 


Παράδειγμα 8.47. Η συνάρτηση 


Χ ,χε[ο,])λω (1,2) 
πα) 2 ΧΞΙ (8.1 8) 
1 να 


όπου χε δΔΞ[0,2], Π(Δ) Ξ [0,2] και σηµεία ασυνέχειας τα χ Ξ 
1,2. 





Ἰ1Βλέπε σχετικά µε την Ιδιότητα Ενδιάµεσης Τιμής και µια διαφορετική διατύτιω- 
ση του Θ.Ενδιαμ.Τυμής την υποσημµείωση στη σελ. 119. Ἡ παρούσα πρόταση, είναι 
µια «εναλλακτική» διατύπωση αυτής. 

12|κ| εἶναι το ακέραιο µέρος του κ, “Ποοτ(κ)’ και ορίζεται ως εξής: 
ἱχ]Ξ-κ,όπουκ«κκχ«κε]μεκεζ 
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Γα) --ᾱ-- [μ] 




















ο. Χ ανοςκκχς«1 
κο χΦ3 αν]«κς«2 
Σχήµα 8.8 
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8 
ια) 
25 
σας κκ θ-υ-- ιτ τη) : 
ται. 
05 





Χ χε[ο,1)Ο (1,2) 
π(α) Ξ- 2 κ Ξξ.] 
1  κερ 











Σχήµα 8.9: 
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ο Μπορεί η συνεχής [ να απεικονίζεται στο διάστηµα Γ(Δ) χωρίς 
το Δ να εἶναι διάστηµα: 


Παράδειγμα 8.48. Ἡ συνάρτηση 


Χ Οςσκχ«ι1Ι 
ο... 1 «κς2 ο. 
Εδώ έχουµε αχ ε ΔΞΙΟ,1) ω (1,2] και σύνολο τιμών Κ(ΔΞΙ[0,2). 
(Πρόκειται για παραλλαγήτης 6(χ)της προηγούμενης περίτιτω- 
σης. Εδώ είναι χε 1.) 











χ οΟκκχκς«ς1Ι 
ο. ο 





Σχήµα 8.10: 


Ἡ Κ(ία) είναι συνεχής, αφού το Χ Ξ 1 δεν ανήκει στο πεδίο 
ορισμού, οπότε δεν έχει έννοια να μιλάμε για σύνέχεια εκεί. |ὃ 





18Η έννοια της συνέχειας διαφέρει από τη χάραξη της συνεχούς γραμμής, δηλαδή 
από τη σχεδίαση του γραφήµατος δίχως να σηκωθεί το μολύθι από το χαρτί. Άλλο 
σχετικό παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης µε µη συνεχές γράφημα εἶναιη Ε(α) Ξ - 
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Πρόταση 8.49. Αυ η συνάρτηση Γ εἶναι συνεχής στο κᾳειστό [α. Ὦ] 
τότε η Γ εἶναι φραγµένη στο [α. ΡΙ. 


ο Υτιάρχει συνάρτηση [ που εἶναι ορισμένη στο κλειστό [α, Ρ], 
αλλά όχι φραγµένη σε αυτό. 


Παράδειγμα 8.50. Η συνάρτηση 
Γτ[0,1] -υ[0, --οο) 
µε τύττο 
ο, κος Ἱ 


Γῶ-ή ρα. (8.20) 


δεν εἶναι φραγμένη στο [0, 11, γιατί είναι συνεχἠς στο ανοιχτό 
(Ο, 11 και όχι στο κλειστό [0, 11. 


Παρατήρηση 8.51. Αν η συνάρτηση εἶναι συνεχής σε ανοιχτό 
διάστηµα. για να εἶναι φραγµένη, αρκει να υπάρχουν τα ὀρια στα 
ἀκρα του διαστήματος και να εἶναι πεπερασμένα. 


9 Το αντίστροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Υτιάρχει συνάρτηση [ που είναι 
φραγµένη στο κλειστό [α, Ρ], αλλά όχι συνεχής σε αυτό. |: 


Παράδειγμα 8.52. Η συνάρτηση {: [1,2] -» [1,2] µε τύτιο 


2, ΧΞΙ1Ι 
Γωώθξαακ Ἱ«ας«ς2 (86.21) 
1, ΧΞ2 


είναι φραγμένη στο Κλειστό [1.2] αλλά όχι συνεχής σε αυτό. 








14Μια φραγµένη συνάρτηση για να είναι και συνεχής πρέπει να εἶναι και μονότο- 
νη. Βλέπε σχετικά την παρατήρηση 8.2 στη σελ. 119 
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Ι] 


τῶ-{ὅ Ξ 








Σχήµα 8.11: 
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2, ΧΞ1Ι 
αν Εν ο ων νο ο 
1, ΧΞ2 





Σχήµα 8.12: 
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Πρόταση 8.59. (ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ) 


υπἀρχειη ! 


{τ[αΡ]οὸΚξ µε[] [πι ΜΙ -υ[α, Ρ] 
1 συνεχής /' συνεχής 
ὃ ---- -1 ; 
1 γυ.µουὀτουη Γ" γυ.µουότονη 
Γζα, Ρ)) Ξ [πι ΜΙ ίδιο εἶδος µουοτουίας 
μετην [ 


Ισχυρισμός 8.54. Αυ η Γ είναι συνεχής και γυησίως μονότονη. τὀτε 
καιη[ Θα είναι συνεχής. 


Αντιπαράδειγµα 8.55. Έστω {:[0,.1) [2,9] -» [0,2] µε τύτιο 
Χ, 0 
ας (8.22) 


Γῶ-{ 











ω-{ αι θξαςσ1ι 


α-1, 2Καςὸ 








Σχήµα 8.19: 


η οποία είναι συνεχής και γνησίως μονότονη (παρά το ότιτο πεδίο 
ορισμού ΔΕΝ είναι διάστηµα), ενώ η αντἰστροφή της, {! : [0,2] -» 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ δ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
[0, 1) ω [2, 9] µε τύτιο 


σι - ν, οξκιυ«1 
1 ω-{φοι Ίκηςο (8.935) 

















ΔΕΝ εἶναι συνεχής στου Ξ Ι. 


Παρατήρηση 8.56. Αυτό συμθαϊίυει διότι το πεδίο ορισμού της Γ(α) 
(όπως και το σύνοβο τιµών της Γ ! (υ)) ΔΕΝ εἶναι διάστηµα. 
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Κεφάλαιο 9 


ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


Πρόταση 9.1. Αυ η παραγωγίσιµη συνάρτηση {: Κ -» Ἐ εἶναι περιο- 
δική µε περίοδο Τ, τότε και η παράγωγός της, Γ’. εἶναι περιοδική µετηυ 
ίδια περίοδο Τ. 
Ισχυρισμός 9.2. Ισχύει και το αυτίσιροφο. Δηβαδή αυ η παράγωγος 
1’ εἶναι περιοδική συνάρτηση µε περίοδο Τ, τότε καιη / είναι περιοδική 
συυἀρτηση µε την ἰδια περίοδο Τ. 
Αντιπαράδειγµα 9.3. Η συνάρτηση 

10 Ξξκ-δίηχ 
έχει παράγωγο 

ΓΕ ()Ξξ1 --οοδχ 
που εἶναι περιοδικἠ µε περίοδο Τ - 2π. 

Ἡ Γ όµως δεν εἶναι περιοδικἠ γιατί αν ήταν, τότε θα υπήρχετεχξ 


τέτοιο ώστε 
ΓαςηΏῶία) Ὑχεξ- 


ΧΕΤ-ΓδΠπ(χ ΕΤ) κεδίηχ Υχεξ 5 


εηχ-- αἵπ(χ ΓΊ)ΞΤ Υχεξκ- 





τ Τ 
οοδ[κ |-- γχεκε 
2 9οἱπ[2) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


δηλαδή το συνημµίτονο σταθερό Υκ ε Κ. το οποίο είναι άτοπο. 





»Υπάρχει συνάρτηση που είναι παραγωγίσιµη σε ένα µόνο σηµείο. 
Παράδειγμα 9.4. Ἡ συνάρτηση 


οἱ αὖ, κεθ 
/ω-{ ο, κεΕΙΟ (9. 1) 


δεν είναι παραγωγίσιµη σε κανένα Χ{ 0. αφού υπάρχουν ακολουθίες 
ρητὠν και ἀρρητων, αμ, δη, αντίστοιχα, έτσι ώστε απ -ὃ Χο π Ό, και 
η -Ὁ Χο 0, ενώ Γ(αμ) Ξ κὸ ᾷΟΞ Γ(Ει). Βλέπουμε δηλαδή ότι δεν 
έχει όριο σε κανένα χ {4 0. άρα ούτε και συνεχής. Στο μηδέν όµως η 
/ είναι συνεχής και παραγωγίσιµη γιατί αν αι -ὃ 0, Και Βη -Ὁ 0Ο. τότε 
(αι) 0” -0-{ (0η) --! (0). και 

Γίαι - (0). [ αν - 
πι τν ης στα 


χΧ-ο αμ 


Ισ ος, π μασ 5 ΜπΟΞ 0 
Χ- Τι 


πι Ξ ΠπιαΞ 0 


οπότε {’(0)Ξ 0. 





»Υπάρχει συνάρτηση που είναι συνεχής παντού αΏΏά ΜΗ παρα- 
γωγίσιµη σε άπειρα σηµεία (αριδµήσιμο το πᾖήδος). 
Παράδειγμα 9.5. Η συνάρτηση /{(κ) Ξ |5ίπχ] µεκ ε Κ είναι συνεχής 
στο Ἐ., και ΔΕΝ είναι παραγωγίσιµη σε αριθμήσιμο πλήθος σημείων 
της µορφής κΞξκπμε]κεζ.] 





»Υπάρχει συνάρτηση που είναι συνεχής παντού αΏΏά πουδευά 
παραγωγίσιµη. 





ΊσΣε όλα τα υπόλοιπα σηµεία (υπεραριθµήσιμο το πλήθος) είναι παραγωγίσιµη. 
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4 {ία) -- Ιδίπα 











Σχήµα 9.1: [(α) Ξ |δίη κ] 
Παράδειγμα 9.6. Ἡ συνάρτηση ἸΜεἰεγδίγαςς ”. 
ν/ (κ) Ξ } αἲεον (οππκ) (9.2) 
κ-ο 


χιαθ«α-ς-τ1, ΡΣ 1 περιτόὀ, και αδ Σ 1 -- σα, είναι συνεχής και 
πουθενά παραγωγίσιµη στο Ἐ. Το Υράφηµά της, είναι σαν ένα ΠαοίαΙ, 
παρουσιάζει αυτοοµοιότητα. Αν μεγενθύνουμε συνεχώς, Θα βλέπουμε 
το ἶδιο µοτίθο. Έχουμε συνεχώς επαναλαμθανόµενα µοτίθα σε κάθε 
βήμα. 





ἈΑδυτή είναι η αρχική διατύπωση της συνάρτησης όπως την παρουσίασε ο Κατὶ 
ΤΠοεοάος ἸΗπείπα ἸΜεϊετβίταξδ5 το 1872, στη Βασιλική Ακαδημία Επιστημών, στο 
Βερολίνο. Το 1916, ο ἀοάπεγ Ηατάγ απέδειξε ότι είναι αρκετό για να είναι µη 
παραγωγίσιµη παντού, η συνθήκη αξ 21, ενώ επέτρεψε να είναι Και το Ρ πραγµα- 
τικός αριθµός µε Ρ Σ 1. Η συνθήκη αξ Σ 1 - ο εἶχε προκύψει σαν ανάγκη µέσω 
της αποδεικτικής διαδικασίας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


Πρόταση 9.7. Εστω οισυυαρτήσεις {Γ:Α »,α6α:Β ο Κ,χοεΑ 
σηµείο συσσώρευσης του Α και {[ (αρ) Εε Β σηµείο συσσώρευσης του Β. 
Αυ η / εἶναι παραγωγίσιµη στο χο καιη 6 εἶναι παραγωγίσιµη στο {[(ὰ0). 
τόεηςσοΓ: Α ο ἹΚ εἶναι παραγωγίσιµη στο Χο και (6 ο β) (ϱ) Ξ 
(ο). σα). 


Ισχυρισμός 9.8. Αυ δύο συναρτήσεις ΔΕΝ είναι παραγωγίσιµες, τὀτε 
και η σύνδεση αυτών ΔΕ µπορεί να είναι παραγωγίσιµη. 


Αντιπαράδειγµα 9.9. Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις { : [1,9] - 
[2,5]|καια: [2,5] -υ[1, 9] µε τύτιο 


Χτ]ὶ, Ίκκς2 
αι 2«κχςδ ον 
και 
Χ-], 2«κχςδ 
οω-{ κ ὅςκκχςδ ο 


αντίστοιχα. Ἡ /{ δεν εἶναι παραγωγίσιµη στο χ Ξ 2 και η α δεν είναι 
παραγωγίσιµη στο 3. Παρατηρούμε πως Γ ! (κ) Ξ σ(α), οπότε έχουµε 
(6ο/Ώ(0) ξα«μεκε[1],9]. η οποία είναι παραγωγίσιµη Υχε [1 9|. 


Αντιπαράδειγµα 9.10. Ἡ συνάρτηση 


αι χεο 


ιο κος (9.5) 


είναι παραγωγίσιµη µόνο στο κ Ξ 0, ενώ η σύνθεσή της µε τη συνάρ- 
τηση ο (κ) Ξ ἴπ]α] µε χ 0 είναι παραγωγίσιµη παντού εκτός απο το 
χΧΞ ο. 

Είναι 


/ 2 
(ο 0) απο) - (πκῇ) οι) τς 


Συμπέρασμα 9.11. Η σύνδεση 2 συναρτήσεων µπορεί να εἶναι παρα- 
γωγίσιµη χωρίς αυτές να εἶναι παραγωγίσιµες. 
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Σχήµα 9.2: Σύνθεση µη παραγωγίσιµων που είναι ταραγωὠγίσιμη. 





Πρόταση 9.12. Αυ µια συνάρτηση είναι παρἀγωγίσιµη Ἔ στο Χο, Το 
γράφημα της συνάρτησης δέχεται εφαπτομένη ευδεία στο Χο. 


Ισχυρισμός 9.13. Αν το γράφημα µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτο- 
µένη ευθεία στο χο. τότε η συνάρτηση εἶναι παρἀγωγίσιµη στο χο. 


Αντιπαράδειγµα 9.14. Ἡ συνάρτηση 


{χΧ, Χχ2ο 


ο. μα: (9.6) 
είναι η αντίστροφη της 
οα)Ξ κὃ κεξ (9.7) 





8ΜΙια συνάρτηση { (κ) λέγεται παραγωγίσιµη ἡ αλλιώς διαφορίσιµη στο χο εξ, 
{0 --{ (0) 
Χ-- Χο 


αν υπάρχει το Ππι και ισούται µε Ρε Κ. Γράφουμµε τότε Γ΄ (αρ) Ξ ἐ. 
Χ-ὸΧο 
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Σχήµα 9.3: Γράφημα συνάρτησης µε εφαπτομένη σε σηµείο που δεν 
είναι παραγωγίσιµη. 


και έπεται ότι τα γραφήµατά τους, λόγω συμμετρίας έχουν τις ίδιες 
γεωμετρικές ιδιότητες. Ἐπιομένως Και τα δύο γραφήματα δέχονται 
εφαπτοµένες στοκ 0, η μεν ο(«) την ) Ξ 0Ο (άξονας κκ). η δε {(α) 
την χΞξ 0 (άξονας ι/)). Όμως ενώ η 6(κ) είναι παντού παραγωγίσιµη, 
η Γ (5) δεν εἶναι παραγωγίσιµη στο κΞ 0, γιατί 








-Τ(0 
Χ-»0 ΧχΧ-- 0 
αφού 
ο -ν- | 1 
Ηπι -- Ηπι σ Ξ Ἔοο 
Χ-ὸ0 χ Χ-ὸ0 (9) 
και 
.. Ἅ 1 
Ἠπι ---Ξ - Ε 





Είναι μόνο κατεκδοχήν΄ παραγωγίσιµη στο Χ Ξ 0Ο, οπότε και η εφα- 


ος)... 
Χχ-- Χο στ 





4ΜΙα συνάρτηση {(κ) λέγεται κατεκδοχήν παραγωγίσιµη αν ΠΠ1 
Χ-ὸΧο 
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πτοµένη ευθεία σε αυτό το σηµείο είναι κατακόρυφη. 


Συμπέρασμα 9.15. Αν το γράφημα µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτο- 
µένη ευδεία στο χο. τὀτε η συνάρτηση ΔΕΝ εἶναι απαραίτητα παρἀγω- 
γίσιµη στο Χο. Η παραγωγισιµότητα µιας συνάρτησης σε ἑνα σηµείο χο. 
εἶναι ικανή αΏΏΠά ὀχι αναγκαία συυδήκη για την ὑπαρξη εφαπτοµένης 
ευδείας στο Χο. 


Παρατήρηση 9.16. Αν τογράφηµα µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτο- 
µένη ευθεία στο χο. τότε δε σηµαίνει απαραίτητα πως το χο δε θα είναι 
γωνιακόὀ σηµείο. Υπάρχει η Λάδος αυτίΠηψη πῶς όπου το γράφημα 
µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτομένη ευδεία, εἶναι και "Λείο’. χωρίς 
γωνίες. 


Παράδειγμα 9.17. Ἡ συνάρτηση 


γω- φα-{ ο οιι (9.8) 


έχει 
ο ο κών 


Χ-οοἳ χ-θ 


ἡπ ο. 
μυ -- 


Χ-ο»ο” ελ πε 0 


και 


οπότε η Γ δεν είναι παραγωγίσιµη ούτε κατ'εκδοχήν, δέχεται όµως 
εφαπτομένη ευθεία, την κατακόρυφη κΞ 0 /(άζονας ι/ι). 


Πρόταση 9.18. Αυ µια συυάρτηση εἶναι παραγωγίσιµη στο χο. τότε 
εἶναι και συνεχής στο Χρ. 


Ισχυρισμός 9.19. Αν µια συνάρτηση εἶναι συνεχής στο χο. τὀτε εἶναι 
και παραγωγίσιµη στο χο. 





Ἔοο ή --οο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 














Σχήµα 9.4: Γ(α) Ξξ να] 


Αντιπαράδειγµα 9.20. Συνάρτηση συνεχής στο Χ Ξ 0 χωρίς όµως 
να είναι παραγωγίσιµη στο χΞ 0 είναι η 





Χ Χ20 
{ο Ξ κ] - ος (9.9) 
αφού 
ο Κω ώμο. 
πι --ἵ----Ξ ΙΙπι-«Ξ1 
Χ-ο0ἳ χ-θο χ-οο: Χχ 
ενώ 
ο κ μυών 
πι --ἵ-----Ξ- Ιπι ---Ξ--ἶ 
Χ-οο” χο χΧοο Χχ 
Αντιπαράδειγµα 9.21. Επίσης η συνάρτηση 
1 τει, ΧΣ0 
ως -- 1 αχ” 9 10 
ο 1 -ε | σα χ«ο θα 


έχει μπι ο(α) Ξ α(0) Ξ 1 οπότε είναι συνεχής στο χΞ 0Ο, και 
Χ- 


ῄ σ(α) - α(0) ι Τικ ο 1 : --1 
1ΠΙ ----------- Ξ- Ι1Ππ ------ -- 
χ-ο0: χ--θο χ-ο0ἳ χ χο 1] κ 
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ενὠ 
-- 1 ι 1 


χΧ-οο- Χχ-- 0 Χ-οο- Χ Χ-οο- 1 -- Χ 


1-αχ 


οπότε δεν είναι παραγωγίσιµη στοκ Ξ 0. 


Συμπέρασμα 9.22. Το αυτίστροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Αυ µια συνάρτηση ε- 
ίναι συνεχής στο χο, δε σημαίνει απαραίτητα ὁτι είναι και παραγωγίσιµη 
στο χο. 


Παρατήρηση 9.293. Βλέπουμε στο σχήµα πως οι εφαπτομένες ἱ Ξ 
-ΧἙᾖΙ και Ξ- χ-τ 1 του αριστερού και δεξιού κΏάδου της ο() 
στο κ Ξ 0, τέμνονται κάδετα. Λέμε τὀτε ότι οι συναρτήσεις οι (α) Ξ 
τος µε κ -ἶ καιοο(ας) Ξ τος µε κ 1 τἐµμυουται ορδογώὠνια στο 
χΞ- 0. 


Παρατήρηση 9.24. Υπάρχει η περίπτωση η συνάρτηση να µην εἶναι 
συνεχής στο χο. αΏβά να ἑχει κατεκδοχήυ παράγωγο στο χο (δηβαδή 


ώοο ᾖ -- οο). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 





υπ -ᾱ ΕΙ 


η’παγ]ι 











1 τς, κ20 
Ἡ συνάρτηση ο(α) Ξ 4 κ" 
1 --|χ] 











Σχήµα 9.6: 
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Παράδειγμα 9.25. Ἡ συνάρτηση 


1 γχ, χ320 
Γῶ-{ ο ο (9.11) 
έχει κατεκδοχήν παράγωγο στο κΞ 0. αφού 
.(α)- (ο  «αω-ι 
πι --ἵ----Ξπι--- 
χΧ-»0 χ-θο Χ-»0 Χχ 
- Ἠπας νο τπ 
πα... 
τ- --ΟοοΟ 


και στο ΧΞ 0 δεν εἶναι συνεχἠς γιατί 


μπι Γα)-1ί05-140- ἥπι {9 


Ισχυρισμµός 9.26. Οι 2 παρακάτω προτάσεις εἶναι ισοδύναμες: 
ο Υπάρχει η.Γ’ (ο) 
ο Υπάρχειτο πι Γ΄ (α) 
Χ-ὃ»χο 
Αντιπαράδειγµα 9.27. Ἡ συνάρτηση 


Χ, Χχςκο 


12 
ΧΕΙ, χο αι 


Γω-{ 


έχει μπι Ἑ΄(α) Ξ 1 ενώ δεν είναι παραγωγίσιµη στο χΞ 0 γιατί είναι 

ασυνεχήἠς σε αυτό το σηµείο. 

Παρατήρηση 9.28. Ἆρα το να βρούμε το Ππι Γ΄ (κ) για να υποῇΏο- 
Χ-ὃ»χρ 

γίσουµε τηυ τιµή της Γ’, είναι Λάδος. 


14Υ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 











1 - νΧ., κΣ0 


Ἡ ουνάρισ / 0) 5 { πρ ας 





Σχήµα 9.7: 


145 





Αντιπαράδειγµα 9.29. Ἡ συνάρτηση 


{1 
ας ο οσο (9.18) 
0, χΧΞξο0 
είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο Ἐ µε 
2χοίΐτι- --ο0οδ-, χΧ30 
'0)-- αχ α᾿ 14 
/ 08 η . (9.14) 


που εἶναι ασυνεχἠς στο μηδέν, αφού το 
: 1 1 
πα [ 2χςίπ-- --οος-- 
Χχ-ο»0 χ χ 


δεν υπάρχει. 
Βλέπουμε δηλαδή, ότι Γ΄ (0) Ξ 0 ενώ το μπι Ε΄ (α) δεν υπάρχει. 


Συμπέρασμα 9.90. Αν για µια συνάρτηση Γ ισχύει µία απὀ τις 2 πα- 
ρακάτω προτάσεις: 


ο Υπάρχει η Γ’ (1) 
ο Υπάρχειτο πι Γ΄ (0) 
χ-»χο 


τότε ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ απαραίτητα και η άλλη.» 





Θεώρημα 9.91. (ΚΟΙΙ1Ε) 
Αυ η συνάρτηση { (α) εἶναι: 


υπάρχει 
συνεχής στο [α, Β] ένα τουΏἀάχιστου 
και παραγωγίσιµη στο(α. Ὦ) 39» Ρ ε{(α, 9) 
και [(α) - { (9) τέτοιο ὥστε 
1 42)Ξο0 





ὅΓια περισσότερες λεπτομέρειες, βλέπε στο Παράρτημα Γ΄ στη σελ. 228 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


9 ΤΟ αντίστροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. 
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Οι συνθήκες του Θ6.ΡΟΙ1Ε, είναι ικανές αλλά όχι και αναγκαίες 
για την ισχύ του συμπεράσμµατος. 


Παράδειγμα 9.32. Ἡ συνάρτηση 


χ, κχε[-»,1] 


5-0χ, Χε(Ι,9] 519) 


Γω-{ 


είναι 


- ορισμένη στο κλειστό [--2,2] 


- µη συνεχής στο κλειστό [--2,2], αφού στο χΞ 1 έχω ασυ- 
νέχεια και επομένως 


- μη παραγωγίσιµη στο (--2, 2) 
-.689ΞΑΙΞ/ (9) 


υπάρχει όµως Ρε (--2,2) τέτοιο ώστε Γ΄ (0) Ξ Ο. ΕίναιτορΞ0 
και έχουµε ῇΓ’(Ο0) Ξ 0Ο. Ἑλέπουμε δηλαδή πὠς παρά το Υε- 
γονός ότι δεν ικανοποιείται καμμία από τις προὐπιοθέσεις, το 
συμπέρασμα ισχύει. 


Οι προῦὔῦποθεσεις του θεωρήματος εἶναι απολύτως απαραίτητες 
για την ισχύ του συμπεράσμµατος. 

ΠΡΟΣΟΧΗ! 

Ο ισχυρισμός αυτός δεν έρχεται σε αντίθεση µε την προηγο- 
ύμενη περίπτωση. διότι εδώ συζητάμε για το ικανό και όχι το 
αναγκαίο της συνθήκης. Έτσι το συμπέρασμα δεν ισχύει απτα- 
ραιτήτως αν: 


1. Ισχύουν οι προὐποθέσεις, µε τη διαφορά ότι η Γ είναι συ- 
νεχἠής στο [α, Β) και όχι στο [α.Ρ]. 


Παράδειγμα 9.39. Ἡ συνάρτηση 
κα 
0 1 . (9.16) 


Ι] 











αὶ, χε[-»,1] 
ϱ-2Χχ, Χχε(ι,2] 


Ἡ συνάρτηση {Γ(α) Ξ 





Σχήµα 9.68: 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


είναι ορισμένη στο [--1,01 


συνεχής στο [--1, 0) 
- παραγωγίσιµη στο (--1. 0) 
(το ξι-/(0) 
αλλά δεν υπάρχει ρ ε(--1, 0Ο) τέτοιο ώστε Γ΄ (ϱ)Ξ 0. 
2. Ισχύουν οι προὐποθέσεις, µε τη διαφορά ότι η Γ δεν εἶναι 
παραγωγίσιµη σε ένα τουλάχιστον σηµείο του διαστήματος 
(α, Ρ). 
Παράδειγμα 9.94. Η συνάρτηση 


α”, -ἷ«ς κ 


- 
ὦ ο] (9.12) 


Γῶ-{ 


είναι ορισμένη στο [--1, 11 
- συνεχής στο [--1, 1 
- παραγωγίσιµη στο (--1. 1) εκτός απο το μηδέν. 
αλ μα τς 
αλλά δεν υπάρχει ρε(--1, 1) τέτοιο ώστε {Γ΄ (ϱ)Ξ 0. 
9. Ισχύουν οι προὐποθέσεις, µε τη διαφορά ότι Γ(α) 4 Γ(Λ). 
Παράδειγμα 9.95. Η συνάρτηση 


Τα) -κ"µεκε[ι,2] (9.18) 


είναι ορισμένη στο [1,2] 


συνεχής στο [1. 2] 


παραγωγίσιµη στο (1. 2) 
Γ4) 51 4Ξ/{(2) 
αλλά δεν υτιάρχει ρ Εε(1,2) τέτοιο ώστε [’(ϱ)Ξο0. 
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Πρόταση 9.06. Αν η συνάρτηση Γ εἶναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα 
Δ καιισχύει [’ (κ) ΣΖ Ογια κάδεκ ΕΔ, τότεη [ είναι γνησίως αύξουσα 
στο Δ. 


Ισχυρισμός 9.37. Ισχύει και το αυτίσιροφο. Αυ δηβαδή η } εἶναι 
γνησίως αὐύξουσα στο Δ, τότε έχουµε Γ΄ (κ) Ξ ΟγιακάδεκεΔ. 


Αντιπαράδειγµα 9.98. Η συνάρτηση 
Το -- κὃ μεχεξ (9.19) 


εἶναι γνησίως αύξουσα στο Κ., αλλά σιο«χΞ Ο εἶναι [’(0)Ξο. 














Σχήµα 9.9: Γ(α«) - αχὃ 


Συμπέρασμα 9.99. ΤΟ αυτίστροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Αν δηβαδή η Ε εἶναι 
γνησίως αύξουσα στο Δ, τὀτε δε σηµαίνει απαραίτητα πως Γ΄ (κ) Σ Ογια 
κάδεχεΔ. 


Παρατήρηση 9.40. Παρά το ότι [ (0) Ξ 0, η συνάρτηση σοκΞ 0 
δευ παρουσιάζει τοπικὀ ακρὀτατο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


» Υπάρχει συνάρτηση που είναι γυησίως αύξουσα και παραγώὠγίσι- 
µη στο Ἑ µε άπειρο πΛῃήδος ριζών της Γ’, χωρίς καυένα τοπικό ακρότα- 
το. 


Παράδειγμα 9.41. Ἡ συνάρτηση 
/α)λξα-σηχμεχεκ (9.20) 


εἶναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιμηστοξ, µε/[΄ ϱ) Ξ]1-εοδαχ 2 
ο Υκεκ. Όμως παρατηρούμε ότι [ (1) Ξ 09 οοδκξ1 τσ κκ«Ξ 
2κπμεκεζ. 

Έχει δηλαδή αριθμήσιμο το πιλήθος ρίζες, αφου το σύνολο των ακε- 
ραίων εἶναι αριθμήσιμο. Όμως σε κανένα απο αυτά τα σηµεία δεν 
παρουσιάζει τοπικό ακρότατο. 








Κα) τα -- δίτια 








Σχήµα 9.10: Γ() Ξκ- δίηκχ 


ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ: 


Πόρισμα 9.42. Αυ η Γ είναι γυησίως αύξουσα και παραγωγίσιµη στο 
Δ, τότε [’(α) 20 για κἀάδεχεΔ,μεᾖ[(α)Ξ 01ο ποβύ σε αριθμήσιμο 
το πῃήδος σηµεία του Δ. 
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»Υπάρχει συνάρτηση συνεχής σε διάστηµα της µορφής [α, --οο) 
αΏΏά στο α δευ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο. 


Παράδειγμα 9.49. Ἡ συνάρτηση 


χοίπ(α), ΧΣ0 


9.21 
0, ΧΞΟ ) 


Γῶ-{ 


είναι συνεχἠς στο (0, --οο) σαν γινόμενο και σύνθεση συνεχών, ενώ και 
στο μηδέν εἶναι συνεχής γιατί {Γ(0) Ξ 0 και 














1 
1 διπ» σίτπι 
ἥπῃ χοίη- πι τος πι ον Ξ0 
χ-ο0ἳ Χ χ-οοἳ - Ἠρηο 34 
Χ 
αφού 
ἷ 1 1 ἷ 1 
στ σα σίπι --- 
υ υ] υἱ υ υ 
και από το κριτήριο της παρεµθολής έχουµε 
η 1 
1 Αέα κκ” Ἠπι -----Ξ Επι --Ξ0 
υ-.Ἴ9ο. 1 ν-2οο [] ν/-2οο [ 


Παρατηρούμε ότι όσο πλησιάζουµε κοντά στο μηδέν, η συνάρτηση 
εναλλάσσει το πρόσηµό της διερχόµενη από τον οριζόντιο άξονα µε 
ολοένα και μεγαλύτερη συχνότητα, ἀπείρως συχνά”. 

Θεωρώντας τις ακολουθίες 


1 
α.. - ------ 
. 2ππΎ5 
και 1 
ο ποστετι µεαῃμ, δι οΟυΥπεν 


2 
και επειδή αι -οΟ”, Βι-» 03, έπεται ότι σε κάθε διάστηµα της µορ- 
φής (0, κ), περιέχονται άπειροι ὁροι των ακολουθιών αυτών. Οπότε 
αφού 

Γ(αι Έα 1 Ξαι20 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 











Ἡ συνάρτηση /{Γ(α) Ξ 





Σχήµα 9.11: 
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και 
1 (0) -- Βι (1) Ξε -Ῥπ «0 


για όλους αυτους τους άπειρους όρους των ακολουθιών, η συνάρτηση 
ΓΕ (α) έχει άπειρες τιµές (Θετικές - αρνητικές εναλλάξ). Δεν υπάρχει 
δηλαδή διάστηµα κοντά στο μηδέν της µορφής (0, αχ), στο οποίο η 
συνάρτηση να διατηρεί σταθερό το πρόσηµότης. Ἐπομένως στο μηδέν 
δε μπορούμε να έχουµε τοπικό ακρότατο. 


Ισχυρισμός 9.44. Αυ για τις παραγωγίσιµες στο Ἐ συναρτήσεις [, ᾳ, 
ισχύει {Γ(α) «ο(α), Υκ εξ, τότε συνεπάγεται ότι [’(α) «ο («), Ύχε 
Κ. 


Αντιπαράδειγµα 9.45. Γιατις συναρτήσεις [(αϱ)- -ο-«θ,νύχεχκ 
καιοα(α)ξο3”»ο0,νΥχεχκ,εῖναι [0 «0-«ασ(ία), νχεξ. Όμως 
1 α)Ξξαε”3”5»0,Υχεξκαιο(α)Ξξ -ο «0, Υχε κ, οπότε έχουµε 
Γϱ 50α(α), ΥκεΚ. (βλέπε σχήµα 9.12) 














Σχήµα 9.12: Παραγώγιση ανισωτικής σχέσης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΠΓΙΣΜΟΣ 


Συμπέρασμα 9.46. Οι αυισώσεις δευ παραγωγίζουται. 





Πρόταση 9.47. (ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΗΣ Ίης ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ) 
Ἑστω συνάρτηση Γ ορισμένη στο διάστηµα Δς Κ και ισχύει ότι 


1 συνεχής στο διάστηµα Δ και 
ἕ εσωτερικό σηµείο του Δ και 


/ παραγωγίσιµη σεπεριοχήτουξ 
Τότε αυ 


Γ 9320,. Υχε(ξ -- δ.δ) και 


1 αΑ«ο0, Υχε(ξξ-δ) | Ξ-» [ (5) τοπικὀ μέγιστο, 


ευώ αυ 


”()««0Ο,. Υχε(ξ - δ.ξ) και 


Γ049 350, Υκε(ξ ἓ-- δ) | Ξ-» [ (6) τοπικὀ ελάχιστο. 


Ισχυρισμός 9.48. Ισχύει και το αυτίσιροφο. Δηβαδή αυ έχουμε α- 
κρότατη τιµή στο σηµείο ἕ, τὀτε η µουοτουία της συνάρτησης αΏβάζει 
δεξιἀ και αριστερά του δ. 


Αντιπαράδειγµα 9.49. Ἡ συνάρτηση 


2 μι 
1095 ὦ- ο -- , (0.55) 


είναι συνεχής και παραγώὠγίσιµη στο Ἐ. Και στο χ Ξ 0 παρουσιάζει 
ολικό ελάχιστο. Όμως η μονοτονία της Γ δεν αλλάζει εκατέρωθεν του 
μηδενός. Ας δούµε αναλυτικότερα: 

Για κάθε χ -Ε 0 είναι συνεχής σαν γινόμενο και σύνθεση συνεχών. 
ενώ και στο χΞ 0 εἶναι συνεχής αφού 


᾿ 1 . ' ; 1 
Ἠπι χὸ ῤ .. οὖν) Ξ- πι 2χ” «- πι χ- πι χσίι-- 
Χ-»0 Χχ Χ-»0 Χ-»0 Χ-»0 χ 
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Επίσης εἶναι παραγωγίσιµη για Κάθεχ-0 µε 


1 1 
Ε) (α) Ξξ 4χ -Γ 2χδίι-- --οοςδ-- 
ς ας 


καιστοκχΞ 0 έχουµε 


{6-40 Ξ- η κ [ο Μις) Ξ0 
Χο Χ 


/ -- Ι 
ο (0) ο Χ-υὸ0 
ότου βλέπουμε ότι δέχεται εφαπτομένη ευθεία, την 0 Ξ Ο. (Επιπλέον 
να σημειώσουμε ότι η Γ΄ δεν είναι συνεχής στο μηδέν.) 
Θεωρώντας τώρα 


αι ------»ο, ὃι -»0,μεκεζ' 


(οκ Ί)π 
οι τιµές των οποίών για αρκετά μεγάλα κ, (κ -» --οο), ἡ αρκετά μικρά 
κ, (Κ -ο --οο), ανήκουν στο διάστηµα (--ε, ε) µε ε- 0Ο, έχουμε 
2 « 
Γία)ξ---ἶ«ο νγκεζ 
κπ 
ενώ 


: . 4 πα 
ο πππρι ο γκεζ --(--ἶ) 


Έτσι βλέπουμε ὁότι σε κάθε διάστηµα (-ε,ε) µε ε-Σ 0Ο, η ΓΕ’ παίρνει 
και θετικές και αρνητικές τιµές, και άρα η Γ δεν είναι μονότονη σε 
κανένα διάστηµα της προηγούμενης µορφής. 

Όμως η τιµή Γ(0) Ξ 0 είναι η ελάχιστη που μπορεί να λάθει η { 
για όλατακχ εκ, αφού 


1 
-]ς«ςοσίπ-ς]1] 

Χ 

1 
1ς2-ασίπ-ς 3 


και επομένως 
/1ᾳ)20ο Υχγφθο 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 








- 1 

25 - 
ορ 
ο η δέν) 





χὲ {5 -ε οἶπι), χο 
0, ΧΞΟ 


Ἡ συνάρτηση {Γ(α) Ξ 





Σχήµα 9.13: 
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Συμπέρασμα 9.50. Το αυτίσιροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Δηβαδή µπορεί να 
έχουµε ακρότατη τιµή στο σηµείο ἕδ, χωρίς η µουοτουία της συνάρτησης 
να αΏβάζει δεξιἀ και αριστερά του ἕ. 


Πρόταση 9.51. Εστω συνάρτηση Γ συνεχής στο [α. Β]. και 2 φορές 
παραγωγίσιµη στο (α. Ὦ). 


ο Δυ/Γ” (α) Ξ 0, Υχε(α, Β) 35 η Γ είναι γυήσια κυρτή Ὁ στο [α, Ρ]. 
(στρέφει τα κοίβα ἀνω) 


ο Αυ/” (9 «0Ο, νΥχ εί(α, ϐ) 5 η { εἶναι γνήσια κοίπη στο [α. Ρ]. 
(στρέφει τα κοίβα κἀτω) 


Ισχυρισμός 9.52. Αν η Γ είναι κυρτή στο [α. Ρ]. τότε Γ’’ (α) Σ 0 για 
κάδεκ ε{(α, Ρ). 


Αντιπαράδειγµα 9.59. Ἡ συνάρτηση 
πα-α« μεχεξ (9.23) 


είναι γνήσια κυρτή παντού, όµως έχει Γ” (κ) Ξ 12χ Σ0ονχεκΚξ. 
αφού /[”(0)Ξο0. 


Συμπέρασμα 9.54. Αυ η Γ εἶναι κυρτή στο [α. Β]. τότε δε σημµαϊΐνει 
απαραίτητα πως Γ’ (κ) Σ 0 για κάδεκ εί(α, Β). Αυ όµως είναι γνήσια 
κυρτή τὀτε μπορούμε να εξάγουµε το συμπέρασμα τι τ Γ’ είναι γυήσια 
αὐξουσα. Προσοχή! Οχι Γ” (κ) Ξ 0, γιατί ὁπως είδαμε, η [ο Ξ αχ 
εἶναι γνήσια κυρτή, ενώ Γ’(0) Ξ 0. 


ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΒΗΣ: 


Πρόταση 9.55. Αυ η [ εἶναι κυρτή (κούβη) και δύο φορές παραγωγίσι- 
µη στο διάστηµα Δτὀτεεἶναι/ 3) 2ο”) «ο0). 





Βῃ]ροσοχή στο διαχωρισμό των εννοιών, γνήσια κυρτή και απλά κυρτή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 














Σχήµα 9.14: [(κ) Ξ χά 





Πρόταση 9.56. Εστω{: ία, ϐ) -» Ἑ µια παραγωγίσιµη συνάρτηση και 
χο Ε{α, Ῥ) σηµείο καμπής της Γ. Αυ υπάρχει η Γ” (αρ). τότε Γ’ (αρ) Ξ 0. 


Ισχυρισμός 9.57. Ισχύει και το αυτίστροφο. Δηβαδή αυ (ο) Ξ 0 
τὀτε η συνάρτηση {Γ παρουσιάζει στο χο σηµείο καμπής. 


Αντιπαράδειγµα 9.58. Η συνάρτηση {{(α) Ξ χἆ είναι γνήσια κυρτή 
και παρά το ότι Γ” (0) Ξ 0, η συνάρτηση στο κ Ξ 0 δεν παρουσιάζει 
σηµείο καμπής. 


Συμπέρασμα 9.59. Η συυδήκη του μηδενισμού της δεύτερης παρα- 
γώγου, δευ εἶναι υκανή αΏβᾗά µόνο αναγκαία για τηυ ύπαρξη σημείου 
καμπής στο χο. Αυ επιπΏέου της συυδήκης Γ’ (κο) Ξ 0 έχουμε και ότι 
Γρ) 4 0,τόὀτετοκ«Ξ 0 Θα είναι σηµείο καμπής της συνάρτησης Γ. 
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Πρόταση 9.60. Αν: (α, ϐ) -» Ἑ µια κυρτή συυἀρτηση, τὀτε η [ εἶναι 
συνεχής στο (α, Ρ). 


Αντιπαράδειγµα 9.61. Η συνάρτηση΄ 


οἱ αὖ, κεί(-ἶ, 1) 
Γῶ-{3 ΧΞ--1,1 


είναι κυρτή στο [--1, 1]. αλλά όχι συνεχής. 
Αντιπαράδειγµα 9.62. Η συνάρτησης 


Γω-{ . ο 


είναι κυρτή στο [0, 11], αλλά όχι συνεχής. 


Συμπέρασμα 9.69. Η αβήδεια της πρὀτασης εξαρτάται απὀ τηυ α- 
ναγκαιότητα της υπόθεσης ὅτι η κυρτή συνάρτηση ορίζεται σε αυοιχτὀ 
διάστηµα (ία, ϐ) και ὀχι σε κλειστό. 


»Υπάρχει συυάρτηση µε άπειρο πΏήδος σηµείωυ καμπής. 


Παράδειγμα 9.64. Ἡ συνάρτηση { (5) Ξ δἵηκχ έχει ΓΕ (1) Ξ- -δἵηχΞ 
05 κΞ κπμµεκε ζΖζκαιπαρουσιάξει άπειρα (αριθμήσιμο το πλήθος) 
σηµεία καμπής. 


» Υπάρχει συνάρτηση µε στάσιμο σηµείο στο οποίο δευ παρουσιάζει 
ούτε τοπικό ακρότατο ούτε σηµείο καμπής. 





Ἰβλέτιε 17, Τόμος Πα, σελ.50-ΡΙ. 
Ὀβλέπε 21, σελ.87. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΙΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


Παράδειγμα 9.65. Ἡ συνάρτηση {βλέπε σχήμα 9.15) 


χλοῖπ(1) . ΧΞοΟ 


(9.24) 
ο, ΧΞΟ 


{9 Ξ 
έχει στάσιμο σἠμµείο στο χ Ξ 0 χωρίς να παρουσιάζει ακρότατο σε 
αυτό, αφού πλησιάζοντας κοντά στο μηδέν λαμθάνει θετικές και αρ- 
νητικές τιµές: 


Τ - Ξ - ... 
2κπ{σ . 2κπ{σ 


και . 
1 1 
Τ πμ ο. πι πο -0 
2κγ]πτς 2κεΙπτες 
Επιπλέον Ἱ ] 
Ε)(α) Ξ 2χσςίπ-- --οοδ-- 
Χ Χ 


και πλησιάζοντας κοντά στο μηδέν λαμθάνει και αυτή Θετικές και 
αρνητικές τιµές: 


1 2 ]ς « 
Ρ - - Σθ0ανκ2ο κεζ 
2κπτ5 2κπέσ «Οανκ-«θ 





ενώ 


Ι 1 -ὃ 
ο ττ πα 
«Οανκ3ο0 κ 
-{ »0ανκ«κο ο ὅ 


οπότε για κ Σ 0 έχουµε Γ΄ Σ 0 και Γ΄ «0 για µεγάλες τιµές του 
Κ. Ομοίως και για κ «0Ο. Έτσι δεν υπάρχει διάστηµα κοντά στο 
μηδέν όπου η Γ΄ να διατηρεί σταθερο πρόσημο. Οπότε η Γ δεν είναι 
μονότονη Κοντά στο μηδέν και άρα δεν παρουσιάζει ακρότατο σε αυτό. 
Επίσης, είναι 


. .ο, ο ος Ὦ ς 
Τ ()Ξ 2511-0085 - οδΙΠ-- 
ας; -ᾱ ο. ἃς να 
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και επιλέγοντας 


1 
Χι  ---- 
2κπ 
1 
Χο  ------ 
2Κκπ--π 


µεκε Ζ', κ» 0 και αρκετά μεγάλο (αντίστοιχα κ «0 και αρκετά 
μικρό), έχουµε 
/ 1 
{ ωωσ οο 
κπ 
Γα)-ττ--5ο («9 
Χο) Ξ ----------- 
5 2Κκπ Γπ 
Δηλαδή πλησιάζοντας απείρως κοντά στο μηδέν, δεν υτιάρχει περιοχή 


του μηδενός στην οποία η συνάρτηση να είναι κυρτή ἡ κοίλη, και 
επομένως το μηδέν δεν είναι σηµείο καμπής αυτής. 














Σχήµα 9.15: 


Παρατήρηση 9.66. Ο ἀάξουας χ’΄χ που είναι η εφαπτομένη της στο 
µηδέυ, τέµυειτη γραφική παράσταση σε άπειρα (αριθμήσιμο το πᾖήδος) 
σηµεία, της µορφής τπ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 





Πρόταση 9.67. Αυ 
/α0) απο ᾱ)Ξο 
και [.Ὀ(κο) 4 0 τότε στο σηµείο χο η Γκ) έχει: 
1. ακρὀτατη τιµή αν οπι ἀρτιος 


µέγισιοαν [ία «0 
εΏάχισιοαυ ΓΕ (κο) 50 


2. σηµείο καμπής αυ οπι περιττός. 


» Υπάρχει συνάρτηση στηυ οποία δε µπορεί να εφαρμοστεί η προη- 
γούµενη πρόταση. 


Παράδειγμα 9.68 (Συνάρτηση ΟαΙςἩΥ). ' Η συνάρτηση 


Π] 


. 0 
1αΞ ὃ (9.25) 


παρουσιάζει ελάχιστη τιµή στο χ Ξ 0Ο ίση µε {(0) Ξ 0Ο. (βλέπε 
σχήµα 9.16) Όμως για κάθε π ε Ν είναι ΓὈ(0) -- Ο, οπότε το α- 
κρότατο δε μπορεί να προσδιοριστεί µε τη βοήθεια των παραγώγων 
της Γ(α) απόὀ την προηγούµενη πρόταση. Ο μηδενισµμός όλων των 
παραγώγων στη θέση κ Ξ 0 έχει ὡς συνέπεια στο γράφημα της {(α). 
η καμπύλη στην περιοχή του μηδενός να προσεγγίζει εξαιρετικά την 
ευθεία 1 Ξ 0. 


Παράδειγμα 9.69. Η συνάρτηση 


α 
ϱ ὅ 


ΧΣ0ο 
16)Ξ ο. «ξῆ (9.26) 
χ«ςο 
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Σχήµα 9.16: Συνάρτηση Οα11οἩγ 

















Σχήµα 9.17: Παραλλαγή της συνάρτησης Οα116Ἡγ 


16Υ 





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


παρουσιάζει σηµείο καμπής στο χ Ξ Ο. (βλέπε σχήµα 9.17) Όμως 
για κάθε π ε Ν εἶναι Γ9(0) - 0, οπότε το σηµείο καμπής δε µπορεί 
να προσδιοριστεί µε τη βοήθεια των παραγώγων της /{(α) απὀ την 
προηγούµενη πρόταση. 


»(ΑΣΥΜΠΙΤΩΤΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ) 
. Χ ΄ ΄ ΄ 
Αυ υπάρχειτο πι ---Ξ Ά ΕΧ, δε σηµαίνει απαραίτητα πως υπάρ- 
Χχ-Ὁ-οο 


χει και πΏάγια (ή οριζόντια αυ Ώ -- 0) ασύµπτωτη. 


Παράδειγμα 9.70. Η συνάρτηση 


Γὁα)ξαςσδηχ µε χεκξ (9.21) 
έχει 
Ε 5ΙΠ Χ 
πα ο πα σα 
Χίο Χ χ-Ἔοο χ 
ο δίηχ 
Ξ- 1 -- Ππι ------ 
Χθωσγο Χ 
Ξ]--ο 
Ξ]1 
και 
βΞ Επι σα) - Ακ) 


Ξ [πι (« Εδηχ-- χ) 


Χχ-ὸγου 


Ξ- Ππι οἶηπχ 


Χχ-ὸγου 


το οποίο δεν υπάρχει, διότι αν θεωρήσουμε τις ακολουθίες 


π 
αιξ 2ππ -» Του, πο ος μεπεν 


έχουµε δἶηπ αι Ξ »ἵπ(2ππ) Ξ Ο και 51η 8, Ξξ δἵη (οππ 5) Ξ 1, και 
είναι διαφορετικά. 





ὈῬλέπε 4, σελ.184, και 11, σελ.166. 
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: ο ο τ- α-- δἴτιμ 








Σχήµα 9.16: Γ(0) ξ χΕδΙΠΧ 


ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ: 


Πρόταση 9.71. Μια ευδεία ν Ξ Ὀχ -ε β εἶναι ασύµπτωτη της γραφικής 
παράστασης της Γ. αυ και µόνο αυ. ισχύει 


μπα “ορ ΞᾷΦεξ και πι ((1) - χ)Ξβεκξ 
Χίο Χ χ-ὸ Του 
ή 
᾿ 19 
1Π1 


ο πώΕΕ και Ππ (α)- ΊχλΞβεξκ 


Χ-ὸ--οο 


»Η έννοια της ασύµπτωτης ευδείας του γραφήµατος µιας συνάρ- 
τησης, δευ αποκῄῃείει τηυ τοµή των δύο αυτών γραμμών και µάβῇιστα 
σε άπειρα σηµεία. 


Παράδειγμα 9.72. Ἡ συνάρτηση 


Γ06)-Ξ -- μεχθο (9.268) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ο. ΔΙΑΦΟΡΗΟΣ ΛΟΠΓΙΣΜΟΣ 


έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία ν/ Ξ- 0 (άξονας κ΄κ) τόσο στο -οο 
όσο και στο --οο αφού εἶναι 
ο δΙηχ ο πχ 

Ἠπι --Ξ- Ἡπι ---Ξο 

Χογο Χ χ--- 
Το γράφημα της συνάρτησης καὶ ο άξονας χ’Χ έχουν άπειρα κοινά 

οΊῃ Χ 
σηµεία, επειδή η εξίσωση ----- Ξ 0 έχει άπειρες ρίξδες, τις χΞ Κπ µε 
Χ 

κε Ζ'. (αριθμήσιμο το πλήθος των ριζών αφού Κε Ζ') 

















Σχήµα 9.19: [(α) Ξ ἃνα 


Πρόταση 9.798. (ΚΑΝΟΝΑΣ ΡΕ Ι,ἨΟΦΡΙΤΑΙ;) 

Αυ 
μπι Γ (0) Ξξ πι σ(α)Ξ 0 ή -οο 
Χ-ὸχο Χ-»Χο 


µεχο εξ) [-οο, :οο] και 
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τότε 


ίµετην προὔὐπόδεση ότι οι συναρτήσεις και οι παρἀγωγοίτους ορίζουται 
σε περιοχή του χο) 


Ισχυρισμός 9.74. Ισχύει και το αυτίσιροφο. Δηβαδή αν το ὁριο 


µ ο) 
11η 


«-ρλο ϱ/ (4) 





ΔΕΝ υπάρχει τότε και το ὀριο 


ΔΕΝ υπάρχει. 


Αντιπαράδειγµα 9.75. Ἡ συναρτήσεις 


1 
Γ06ὸ- Χ΄ οἴτι-- (9.29) 
Χ 
και 
σ(α) Ξ ἰατιχ (9.90) 
έχουν 
μπι ()Ξ μπι ϱ(1) Ξ0 
οπότε 
9 Χχοσίι- ϐϱ 
ἴπή ο ϐ) µρπής 9 ς 
χ-υ»0 σ () χΧ-»0 ο 1 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ο. ΔΙΑΦΟΡΠ«ΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
Όμως 


χ-»ο ϱ’ () ος (ἐατιχ)’ 


πα... (κά οί) 





Φχοίπι-- --οος- 
Χ Χ 


μας ος 
οοσ2χ 


Ξ 1πι 


Χ-»0 


1 
Ο-- Ππιοος-- 
Χχ 


Χχ-»0 


1 


᾿ 1 
Ξ- --Ηπιους-- 
Χχ-ο»0 χ 


το οποίο δεν υπάρχει γιατί αν θεωρήσουμε τις ακολουθίες 


1 
αι ----Ὁθ,αιποΟὗΥπεΝ 


2ππ 
και 
ανα -ὸ»0,αιπἝοὖυπεὺν 
2ππ{5 
τότε 


1 1 
οο---Ξ]1-θ0οος-- 
απ η 


Συμπέρασμα 9.76. Το αντίστροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Μπορεί το ὁριο 


να υπάρχει ευώ το 





να µην υπάρχει. 


/ 





Ἡ µη ύπαρξη του ορίου Πτι 0 
Χ-οχο ϱ (α) 
{(α) 


ύπαρξη του πι -------. 
χο ϐϱ(Χ) 


δε σηµαίνει απαραίτητα και τη µη 
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Κεφάλαιο 10 


ΟΔΟΗΚΛΗΡΟΩΟΤΊὔΌὗΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


Πρόταση 10.1. Μια συυάρτηση φραγμένη στο [α. Β] είναι οβοκ/βη- 
ρώσιμη κατά Κίεπιαππ στο [α. Β] αυ και µόνο αυ το κατώτερο ΟΊο- 
κβήρωμα ΕίΕπιατιπ ισούται µε το ανώτερο οβοκβήρωμα ΚίΕεπιαπΠ στο 
[α, Ρ]. 


Ισχυρισμός 10.2. Ισχύει και το αυτίσιροφο. Δηβαδή, αυ µια συνάρ- 
τηση εἶναι φραγµένη στο κλειστό [α. Β] τὀτε εἶναι και οποκβηρώσιμη 
στο [α, Ρ|. 


Αντιπαράδειγµα 10.9. Ἡ συνάρτηση ΠὨἱΓιοΠ]εἴ: 


ω-{ κ ο λος χε[ο, 1] (10.1) 
1, ανχεο 


είναι φραγµένη στο [0, 1]. όµως επειδή σε Κάθε διάστηµα υπάρχουν 
άπειροι ρητοί και άρρητοι, έχουμε για µια διαµέριση 


ΡὉ Ξ- {0 χο, Χιν.. «νι 1) 


του [0, 1]: 


τι 


{ο ῶα.-θῶ)- Σα. κιν: 1-1 
0ο 


Ξ1 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο. ΟΔΛΟΚΛΗΡΩΤΙ«ΟΣ ΔΟΓΙΣΜΟΣ 


και 


1 
πο Ἕλ -- 
[ν] Ξ1 


Οπότε αφού εἶναι διαφορετικά, η συνάρτηση δεν εἶναι ολοκληρώσιµη 
στο [0, 1. 


Συμπέρασμα 10.4. Οι οΛοκβηρώσιμες κατα Κίεπιαππ συναρτήσεις 
είναι απαραίτητα και φραγμἑνες. Το αυτίστροφο ΔΕΝ ισχύει. Με αυτι- 
Οετοαυτιστροφή έχουμε ὁμως ἑνα κριτήριο ΜΗ οβοκβηρωσιμότητας: 

Αυ µια συνάρτηση δευ εἶναι φραγμµέυτ στο διάστηµα [α. Β] τὀτε δευ 
εἶναι και οβοκβηρώσιµη σε αυτὀ. 


Παράδειγμα 10.5. Η συνάρτηση 


Τ 1 
0ος (3) . ΧΞΟ 
χ)Ξξ« Χ ἄ 10.2 
{69 αν. (10.2) 
δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά ΒἰεΠΙι8ΏΠ στο [0, 1] γιατί δεν είναι φραγ- 
μένη σεκαμµµία περιοχή του μηδενός, αφού για Χιι στ ε[ο,1], πε 
Ν είναι Γ )) Ξ 2πτι -Ὁ νοο. 


Πρόταση 10.6. Αν η συνάρτηση Γ είναι συνεχής ' στο κΏειστὸ διἀστη- 
μα [α. Β]. τὀτε εἶναι και οβοκβηρώσιμη κατά Κἰεπιαππ στο [α. Ρ]. 


Ισχυρισμός 10.7. Ισχύει και το αυτίσιροφο. Δηβαδή, αν µια συνάἀρ- 
τηση είναι οΛβοκβηρώσιμη στο [α. Β] τότε είναι και συνεχής σε αυτὀ. 


Αντιπαράδειγµα 10.6. Ἡ συνάρτηση 


Χ, ος 
- (40.9) 


ΧΕΙ, 


Γῶ-{ 


14 













1 1 
Ό ξ --εοδ-- 
α ᾳ 






| 


μα 


| 





10 
20] 





Σχήµα 10.1: {Γ() Ξ 1ος (1) 














Σχήµα 10.2: Συνάρτηση ολοκληρώσιμη αλλά µη συνεχής. 


1/5 








ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο. ΟΔΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΔΟΓΡΙΣΜΟΣ 


είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 2] παρα το ότι δεν είναι συνεχής στοκ Ξ Ι. 
Αυτό συμµθαίνει γιατί εἶναι μονότονη (αύξουσα) στο [0, 2]. (Βλέπε την 
πρόταση 10.10 στη σελ.176.) 


Συμπέρασμα 10.9. Οι συνεχείς συναρτήσεις εἶναι απαραίτητα και ο- 
Ποκᾖβηρώσιμες κατα Είεπιαππ. Το αυτίσιροφο ΔΕΝ ισχύει. Με αντιδε- 
τοαυτιστροφή έχουμε όμως ἑνα κριτήριο ασυνἐἑχειας: 

Αυ µια συνάρτηση δευ είναι οποκβηρώσιμη στο διάστηµα [α. Ρ] τότε 
δευ εἶναι και συνεχής σε αυτὀ. 


ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ: 


Πρόταση 10.10. Αυ η συνάρτηση { εἶναι µονότουη” στο κλειστό δι- 
ἁστηµα [α. Β]. τότε εἶναι και οποκβηρώσιμη κατά Είεπιαππι στο [α. Ρ]. 


Λήμμα 10.11. ΤοπΛήδος των ασυνεχειώυ µιας µονότονης συυαρτήσης 
στο (α, Β) είναι το ποΏύ αριδµήσιµο, και επιπΏέου δευ έχει 2ου είδους 
(ουσιώδης-µη αιρόμευες) ασυνἑχειες. 


» Μια συυάρτηση µπορεί υα είναι ασυνεχής σε πεπερασμένο πΏήδος 
σηµεία και όμως να είναι οΏοκΏηρώσιμη. 


Παράδειγμα 10.12. Η συνάρτηση 
Γ() ξΙκ] µεχε[ο,π]πενΝ (10.4) 


είναι αύξουσα και άρα ολοκληρώσιµη. Είναι όµως ασυνεχἠς σε κάθε 
ΧΕΙ, 


ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ: 


Πρόταση 10.193. Μια συνάρτηση που εἶναι 





1Κάθε συνάρτηση συνεχἠς στο Κλειστό [α, Β] εἶναι και φραγµένη. (Βλέπε πρότα- 
ση 8.49 στη σελ.132 

3Κάθε μονότονη συνάρτηση Γ στο Κλειστό διάστηµα [α, Β] είναι και φραγμένη 
αφου, χωρίς βλάθη της γενικότητας, αν υποθέσουμε ότι η ῇ είναι αύξουσα, τότε 
Υχ ε[α, ΡΙ έχουμε [ία ς/Γα)ς{(Ρ. 
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1. φραγµένη στο διάστηµα [α. Β] 
και 


2. συνεχής στο διάστηµα [α. Ρ] εκτόὀς απὀ ἑνα πεπερασμένο (το πολύ 
αριθμήσιμο) πΛῃήδος σηµείωυ ασυνέἐχειας αυτού 


εἶναι οβοκβηρώσιμη κατά Κίεπιαππ στο [α. Ρ]. 


» Υπάρχει οΏοκΏηρώσιμη συνάρτηση, χωρίς αρχική’, µε άπειρο 
πΏήδος σηµείὠν ασυνέχειας. Συνάρτηση για την οποία ισχύουν όΏα 
τα παρακάτω: 


1. φραγµένη σε κῃειστό διάστηµα, 
2. µε άπειρο πΏήδος σηµείωυν ασυυέχειας, 
8. οΏοκβηρώσιμη, 
4. χωρίς παράγουσα. 
Παράδειγμα 10.14. Η συνάρτηση 
ς χεξΕλοΩήκΞξο 


. ΧξλνπιπΕεΝ, (Ππιπ)Ξ1 


Γ06ὸ- χε[ο, 1] (10.5) 


τι 


είναι: 


1. φραγμένη στο [0, 1]. µε κάτω φράγµατο μηδέν και άνω φράγµµα 
το 1/2, 


2. συνεχής σε κάθε ἀρρητο και ασυνεχής σε κάθε ρητό, δηλα- 
δή έχει πεπερασμένο (αριθμήσιμο) τλήθος σημείων ασυνέχειας 
γιατί το πλήθος των ρητών στο διάστηµα [0,1] εἶναι πεπερα- 
σμένο (αριθμήσιμο). Τα σηµεία αυτά σχηματίζουν ένα αριθ- 
μήσιμο σύνολο μηδενικού μέτρου. 





δΠαράγουσα ἡ αρχική ἡ αντιπαράγωγος της συνάρτησης { στο διάστηµα Δ, 
ονομάζεται κάθε συνάρτηση Ε που είναι τπαραγωγίσιµη στο Δ και ισχύει Ε’ (κ) Ξ- 


Γ(α) ΥκεΔ. 
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3. ολοκληρώσιµη στο [0, 1]. (Είναι { Γ(α) κ - 0) 


4. χωρίς παράγουσα. (Είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και άρα σε 
κάθε υποδιάστηµα. Αν Ε/(α) Ξ- δή (θαί- Οπιακάθεκχε 
[0,11], οπότε ΓΕ 4) Ξο0ο- {0 Υκε [ο,1] που εἶναι ἁάτοπο. 
Συνετιὼς Ε’ (κ) Ξ Γ(α) στα άρρητα σηµεία, ενώ Ε" (α) σε Γ() 
στα ρητά σηµεία.) 





» Υπάρχει συυάρτηση που δευ είναι οΏοκΏηρώσιμη κατά Βἰεπιαππ 
αΏΛΏά έχει αρχική. 


Παράδειγμα 10.15. ΗἩ συνάρτηση 


8, 1 
χβςσίι-, ΧΤΟ 
Ε(α) Ξ κ 10.6 
(ο) ο οσο (10.6) 
είναι αρχικἠ στο Ἐ της συνάρτησης 
πω μα 1 
μας, ἀχδδίῃι; -Χ 3005, ΧΞΟ (1ο. 
0, χΧΞξο0 


αφού εἶναι Ε".)ξ/{) Υκχεχκ. 
(πο χΞ 0 έχουµε 

χλσίιι -0 
τι σι 


-----ἲ 
Ξ- Ππι χᾶ σίτι-- Ξ- 0 
Χχ 


Ε΄ (0) Ξ πι 
Χ-»0 Χ- Χ-»0 

πρ -- 1 : : 1 

γιατί ια οίπ1] «ς μι] και είναι Επι κό Ξ 0) 
χο 

Όμως η { δεν εἶναι ολοκληρώσιμη κατά ΒΙΕΠΙΒΏΠ στο [0, 1] γιατι δεν 
είναι φραγµένη σε καμμία περιοχή του μηδενός, αφού για χι σητ ε 
[Ο, 1] είναι { (1) Ξ- --(Οπι)ξ -- --οο. 


» Υπάρχει συνάρτηση που δευ είναι πουδευά οΏοκβηρώσιμη. 


1/δ 


Παράδειγμα 10.16. Η συνάρτηση 


Χ. Χχεο 


που (10.68) 


έχει ασυνέχειες 2ου είδους σε όλα τα σηµεία (το πλήθος των σημείων 
ασυνέχειας είναι υπεραριθμµίσημο) εκτός από το μηδέν στο οποίο εἶναι 
συνεχής. ἙἘπομένως δεν εἶναι ολοκληρώσιµη σε κανένα διάστηµα 
[α, Ρ] « Ἐ γιατί είναι συνεχής σε ένα µόνο σηµείο." 


» Υπάρχουν συναρτήσεις που δευ έχουυ αρχική σε κάποιο διάστη- 
μα Δ στο οποίο ορίζουται. 


Παράδειγμα 10.17. ΗἩ συνάρτηση 


1, χ20 


ο ο (10.9) 


έστω ότι έχει αρχική συνάρτηση, την 


Χο, ΧΣ20Ο 
Β - 
ο) ο... Χχ« ο 


Όμως η Ε αφού είναι παραγωγίσιµη. πρέπει να εἶναι και συνεχής, 
δηλαδή πιρέττει 


Ε/(0) Ξ- μπι (σοι) ΞξοιΞ μπι ὢχο)ξωο 


Ἆρα 
χο Χχ20 
2χΓο, χ«0 


Ε (κ) ή 





4 Αν Γ;: [α, Β) -υ Ἐ ολοκληρώσιμη στο [α, Β], τότε το σύνολο των σημείων συ- 
νέχειας της Γ εἶναι πυκνό στο [α, Ρ]. 

Άρα µε αντιθετοαντιστροφή: 

Αν το σύνολο των σημείων συνέχειας της {: [α. Ρ] -» Κ ΔΕΝ είναι πυκνό στο 
[α, Β], τότε η Γ ΔΕ; µπορεί να εἶναι ολοκληρώσιµη στο [α, ΡΙ. 
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και ἐχουµεγιαχκ»0ο Ε()ξ]Ιενώγιακ«ο Εί()2. 
Στο χΞ 0 έχουµε 


Ε (κ) - Ε(0) ο ἆπἝτοςς 
Π ----------Ξ Ίιπι----- 


μ Ξ1 
χΧ-οοτ χ-θο χΧ-οοτ Χχ 
και 
ο Κο -εΕ(ο) ο θχΈο-ο 
Ἠπι ---ἵ-ἵ----ἵ-- πι -------ς 
Χ-οο χ-θο Χ-οο ΧχΧ 


ἙῬλέπουμε ότι τα δύο όρια δεν είναι ίσα, οπότε η Ε’ (α) δεν ορίζεται 
στο μηδέν. Αλλά Ε"(α)Ξξ Ε(9 Υχε Ἐ. Άτοπο, επομένως δεν υπάρχει 
αρχική συνάρτηση για την {(α). 


Παρατήρηση 10.18. Υπάρχειβαδύτερη απίαπου η /[ δευ ἐχει αρχική. 
Αυ υπήρχε η αρχική Ε της Γ. π.χ. στο διάστηµα ΔΞ [--]1. 1]. τότε απὀ 
το θεώρημα ΠΡατροιιχὸ η Γ θα Λάμδαυε κάδε τιµή μεταξύ των Γ(1) Ξ1 
και [ (--1) Ξ 2, το οποίο όµως δευ ισχύει γιατί δευ υπάρχειξδ ε(--ἶ, 1) 
τέτοιο ώστε (8) -- ἓ. 

Γευικότερα, µια συνάρτηση που δευ ἐχει σε ἑνα διάστηµα Δ την 
Ιδιότητα των ευδιάµεσων τιµών (δηΏαδή το Γ(Δ) δευ εἶναι διάστηµα) 
δευ έχει παράγουσα στο Δ. 


Παράδειγμα 10.19. ΗἩ συνάρτηση 


0Ο, ακίσο 
Γῶ-{ μα (109.10) 
δεν έχει παράγουσα στο Κ. Έστω ότι έχει παράγουσα, την 
- οι. Χτ 0 
Ἔοι στ ΩΩ. Χ-- 0ο 


τότε 9α πρέπει να είναι συνεχής στο μηδέν, οπότε 


Ε (0) Ξ τη (9) οιξωοςο 





δθεώρηµα Ὠατροικ: Έστω ότιη Γ: [α, Β] -» Ἑ είναι συνεχής και παραγωγίσι- 
μη στο [α, ΡΙ. Τότε για κάθε ῇ που ανήκει στο (/’ (α) «Γ΄ (9)) ἡ στο ([' ().Ι’ (α) 
υπάρχει ἕ ε{α, Β) τέτοιο ώστε {’ (5) - Ά. 
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και άρα 
Ε6αθζο Ὑχεκ 


Ἐπίσης 
Ε ()ΞΟο Υχεξ 


Όμως 
Γ(0.Ξ 1-0 Ε’(0) 


που είναι άτοπο. 
Παράδειγμα 10.20. Η συνάρτηση 


Χ, ος 
. (40.11) 


1023 Χ ΓΙ, 
1. δεν είναι συνεχής στοκ 1 
2. είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 2] αφού εἶναι μονότονη (αύξουσα) 


9. δεν έχει παράγουσα γιατί δεν έχει την ιδιότητα των ενδιάμεσων 
τιμών στο [0,2] 





Πρόταση 10.21. (ΥΠΑΡΞΗ ΑΡΧΙΚΗΣ ΜΙΑΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
ΣΗΣ) 

Για κάθε οβοκβηρώσιμη συνάρτηση Γ(α) στο [α. Ρ]. υπάρχει συ- 
νάρτηση Ε (κ) τέτοια ὥστε Ε’ (αχ) Ξ Γ(α) σε κάδε σηµείο χ ε[α. Ρ] όπου 
η ΓΕ (α) εἶναι συνεχής, και είναι Ε (κ) Ξ Μο αἱ κε[α,Ρ]. 


» Μια οΏοκβηρώσιμη συνάρτηση Γ(κ) µε ασυνέχειες, µπορεί να 
µηυ έχει παράγουσα (όπως είδαµε σε προηγούµευα παραδείγματα), 
µπορεί όµως σε µερικές περιπτώσεις και να έχει. 


Παράδειγμα 10.22. ΗἩ συνεχής συνάρτηση 


χ᾽ θίης, χο 


0, κο (10.12) 


Ε (κ) 4 
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είναι παράγουσα της 


2χείπς - οο5-, χσο 


γῶ-ή ο. ... 


που είναι ασυνεχἠς στο μηδέν, αφού το 


1 1 
πι ο -- σος.) 
χ-»0 Χ Χ 


(10.19) 


δεν υπάρχει. Η { (κ) εἶναι και φραγµένη στο [--1, 1] οπότε είναι και 


ολοκληρώσιμηῦ µε 


1 
{ Γ(αθαχκξ Ε(1) -Ε(-1)- 95ίπ1 
-] 


Παρατήρηση 10.28. Μία οποκβηρώσιμη αΏΏά ασυυεχής συνάρτη- 
ση µπορεί να ἐχει αρχική επειδή υπάρχουυ συναρτήσεις µε ασυνεχή 


παράγωγο. 





» Οποιαδήποτε παράγουσα µιας συνάρτησης { (κ) ΔΕ γράφεται ο- 


πωσδήποτε στη µορφή 


Χ 


ῄ Ε(θαι 


Παράδειγμα 10.24. Η αρχική συνάρτηση Ε/(α) Ξ αχ” «- 1 της {(κ) Ξ 


2χ ΔΕ γράφεται στην παραπάνω µορφή, γιατί αφού 


[οω αι Ξ- [21 - μα ο --. 


9α είχαμε 


Ρω- [9-12 νι - αἲ--αἲ - αἲ --ι 


Άτοπο, δεν υπάρχει α Εξ ώστε Ε(α) Ξ β(θ αί -- κ -- 1. 





ϐΑν η φραγµένη συνάρτηση Γ: [α, Β] -» Ἑ εἶναι συνεχἠς εκτός απὀ ἑνα σηµείο 
Χο Ε{α, Β) τότε είναι ολοκληρώσιμη. (Βλέπε την πρόταση 10.139 στη σελ.1΄76) 
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» Εστω συυάρτηση 


1109, Χε [α,β] 


ος χε(),ο] 


και Ει(α),Ε (κ) παράγουσες των ᾖ (κ), [ (κ) αντίστοιχα. 
Δε σηµαίνει απαραίτητα ότι η συνάρτηση 


ΕΙ, «κ εἶ[α, Ρ] 


ος -4 Εο(), χε(Ρ,ε] 


είναι παράγουσα της Γ(α) στο [α, ο]. 
Παράδειγμα 10.25. Έστω η συνάρτηση 


ἴιχ, ΧΣΙλ 


χι, κς1 μη 


Γω-{ 


η οποία είναι συνεχής στο Κ. Μια αρχική της («κ -- 1) είναι η (5 - χ), 
και µια αρχική της (ἴπχ) είναι η (χἶτικ -- κ). 
Όμως η συνάρτηση 


ΧΙΠΙΧ- Χ ΧλΣ1 
Ε(κ)Ξ- - (10.15) 
ο Χ, χς1 
. . -- 1 . 
δεν είναι συνεχής στο αχ Ξ 1 γιατί μπι 7 (0 μα. ο» Ἠπι /[ (α) 
Χ-ο1τ Χο] 


και άρα ούτε παραγωγίσιµη 35 ούτε και αρχική της {(α). 
Για να µην συµθαίνει αυτό πρέπει η Ε/(α«) να είναι συνεχής. Το σύνολο 
των αρχικών συναρτήσεων των (ἶπχ) και (κ -- 1), είναι (αἶπκ -- κ -- οι) 
και (ς -Χ-Ἔοο} αντίστοιχα. Για να είναι η Ε(α) να εἶναι συνεχής 
πρέπει 
χ2 
πι (αἶπιχ --Χ-- οι) Ξ Ππι ο σα κκοι) 55 


Χ-ο1τ χο] 


1 
μου 
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6 Ξ 9 το 
Από την αρχἠ θα μπορούσαμε να γράψουμε µια αρχική 
κ - [ρωα- [απε-- θα κΣ1 πραδ 
αι α [/;ά-θά, κςι 


από όπου έχουµε 


ΧΙΙΧ- ΧΕΙ]. κι 
κωτ{ χ2 


σος 


10.17 
Χγδ, Χκςὶ1 


το οποίο προκύπτει καιγιαοιΞ]19ω-σ. 
Το σύνολο όλων των αρχικών της {(α) είναι 


ἴιχ- χθστς ΧΣ1 
παμε να προς εεξ (10.168) 
ος χΧς]1] 





Πρόταση 10.26. ᾿ἘἜστω διάστηµα Δ και συναρτήσεις Γ, ΕΙ. Εο:Δ-» 
Κ. Ανη Εο-- Ει είναι σιαδερή συνάρτηση στο Δκαιη µία απὀτις Ει, Εὸ 
είναι αρχική της Γ στο Δ, τὀτε και τη ἀλῃβη εἶναι αρχική της Γ στο Δ. 

Αυτιστρόφως, αν οι ΕΙ. Ε» είναι αρχικές της Γ στο Δ. τότε η Εο -- Ει 
είναι σιαδερή συνάρτηση στο Δ. 


Ισχυρισμµός 10.27. Αν ισχύει Ε΄ (9) Ξ α (9) τότε Ε(κ) Ξ- αία)Γο 
όπου ο ΕΚ µια σταδερἀ. 


Αντιπαράδειγµα 10.28. Δίνονται οἱ συναρτήσεις 








ἴπιχ] 2, χο 
κω-{ ἵπιχ] εἰ. κ«ο ο 
και 
ἴπιχ εἰ, «κο 
αω-{ ἴπιχ]ε2, κχ«ο0 ποσα 
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Ισχύει Ε/() --  Υχεκ και α(α) - χ ΥχεΚ', οπότε Ε’(α) - 
α(ὁ νχεκξ’. 

Όμως δεν υπάρχει σταθερά ο Εε Ἐ τέτοια ώστε Ε/(α) Ξξ ἄαία) {ο 
γιατί 


ανκ- 0, πια] --2- ἴπιχ] -- 1 --ο 
ανχ« Ο, ἵπία] 1 - ἴπιχ]-- 2ο 


που εἶναι άτοπο. 


Παρατήρηση 10.29. Για το [ ααχ Ξξ ἵπ]χ] -- ο έχουμεκ ε (-ρο,θ) ή 
Χχ Ε/(0, -οο) και ΟΧΙΣΤΗΝ ΕΝΩΣΗ (-οο, 0) ώ (0, --οο), ενώ οι αρχικές 
συναρτήσεις της : στην ένωση (--οο, 0) Ο (0, -Γοο), εἶναι οι συναρτήσεις 


ο} ἵπ]χ] Γει, ΧΣ0 
κω-{ πιχ]ίο,. χΧ«ο 


Αντιπαράδειγµα 10.80. Γιατις συναρτήσεις Ε (κ) Ξ χα”, χε[ο,1]ω 

χὸ 1, χε[ο,1] 
[2,9] και α() Ξ κ. 1, κε[Ὀ,β] 
Θχ- γιακάθεκχ ε[ο,1]ῶ[2,9]. Όμως η διαφοράτους Ε-- ἄ δεν είναι 
σταθερά. 


ισχὐειότι[ε ο -α(α - 


Συμπέρασμα 10.81. Αυ ισχύει Ε"(α) Ξ α (ία) και το χ ανήκει σε 
ένωση διαστημάτων, τὀτε δε σηµαίνει απαραίτητα πως οι συναρτήσεις 
Ε(α),α (9) διαφέρουν πάντα κατά µια σταδερἀ ο. (ΔηΛαδή Ε(α) Ξ 
α(α) -- ο) 

Ἡ έννοια της αρχικής αναφέρεται πάντα σε διάστηµα και όχι σε 
ένωση διαστημάτων. 


Πρόταση 10.32. Εστω/.ο: [α, Β| -» Κ οΛοκβηρώσιμες συναρτήσεις. 
Τότε οι συναρτήσεις 


1. [τα 
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2.36 
αι 
4.1{] 
εἶναι οβοκβηρώσιμες. 
Ισχυρισμµός 10.38. Ισχύει και το αυτίστροφο. 
Δηβαδήαυ[-ο,ί[-α,ι[, | Γ | εἶναι οποκΏηρώσιες, τότε και οι 
συναρτήσεις . 6 εἶναι οβοκβηρώσιμες. 


Αντιπαράδειγµα 10.94. Έστω συνάρτηση {:[0,1] -»Ἑ µε 


. 1, χεο 
Γω-{ -ἲ, κεξὶο 


Οι συναρτήσεις Γ(α) και ο(α) Ξξ -Ἔ) ΔΕΝ εἶναι ολοκληρώσιµες, 
ενώ οἱ συναρτήσεις Γ-ᾳ0,/-:α- -ἶ, ΓΕ Ξ 1, | Εξ 1 είναι 
ολοκληρώσιμµες. 


(10.21) 


Συμπέρασμα 10.95. Το αυτίσιροφο ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. 
Δηβαδή αυ [--ο, [-αο. ΓΣ, | Γ | εἶναι οΏοκβηρώσιμες, δε σηµαίνει 
απαραίτητα ὁτι και οι συναρτήσεις /. 6 εἶναι οποκβηρώσιμες. 


Πρόταση 10.96. (ΣΥΝΘΕΣΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ) 

Ἑστω [: [α. Β] -[ο, ἆ] οΛβοκβηρώσιμη συνἀρτηση στο [α. Ρ] και 
ο: [ο, ἆ] -» Ἐ συυεχής στο [ς, ἆ]. Τότε τή σύνδεση ο [: [α.5) »ἘἙ 
εἶναι οβοκβηρώσιμη στο [α. ΡΙ. 


Ισχυρισμός 10.37. Η σύνδεση οποκβηρώσιμων συναρτήσεων εἶναι 
οποκβηρώσιμη συνάρτηση. 
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Αντιπαράδειγµα 10.968. Έστω η συνάρτηση {: [0,1] -ο [0.1] µε 
τύττο 
χΕΑπγιακάποοπεν 


Τ 
κ. 0, χε[ο,.]1]καιχόαδΑι Υπεν ο. 


όπου 





δηλαδή 


Ισχύει επίσης ότι 
Απο ΥπεΝκαιβπιωβιξῶ Υπιπεῖδμεπιπ 


και ότι το σύνολο Ο/31Απ -- (Αι, Λο. ΔΕ... .} εἶναι πυκνό στο διάστηµα 
[ο, 11. 
Ἠπιπλέον θεωρούμε καιτη συνάρτηση ο: [0.1] -»κ 


Ἱ, α 
ο) ή . ἳ- .. | (10.28) 


Μτιορούμµε τώρα να δούµε ότι οι 2 συναρτήσεις είναι ολοκληρώσι- 
µες και είναι ρω ἄχΞ 0 και { σ(α) ἄκ Ξ Ι. 
Ἡ σύνθεση όµως 6ο [ που όριζεται στο [0, 1] και έχει τύτιο 


1, χΕεΑπγιακάποοπεν 


σορτ 0Ο, χε[ο,1] καιχά δι ΥπεΝ ο. 


δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1. 


Συμπέρασμα 10.99. Η κβάση των συνεχών συναρτήσεων περιἑχει 
την κΠάση των οβοκβηρώσιμων συναρτήσεων, οπότε η υπὀδεση ὅτι η 
συυἀρτηση α εἶναι συνεχής δε µπορεί να αυτικατασταδεί απὀ την α- 
σδευέστερη υπόδεση ὁτι η 9 είναι οβοκβηρώσιμη. Ἆρα: ΗἩ σύυδεση 
οΠοκβηρώσιμωυ συναρτήσεων µπορεί και να µην είναι οΏοκβηρώσι- 
µη συνάρτηση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο. ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΟΣ ΔΟΓΙΣΜΟΣ 





» Ενώ ισχύει ότι { Το) Γσ(α)ᾶκ Ξ { Γ(α)ακ -ε / ο(κ)ἀΧ, ΔΕΝ ισχύει 
γευικά ότι { Εία) - οίκ)λακ Ξ / Γ(9ακ : / ο(κ)ᾶκ. 
Παράδειγμα 10.40. Έστω οι συναρτήσεις {(χ) Ξξ χκκαισία)ξκ-τε]. 


Τότε 
9 2 


ο ο 


{οωᾶν: [ουθακ - 
χὃ ος 

π- Ἔσι] [Χου] - 
το) 1 .το) 


κ. ἂν 


--- Ἔ τς- Ἔ 6 
4 2 
Συμπέρασμα 10.41. Το οποκβήρωμα γινομένου συναρτήσεων δευ τ- 


σούται µε το γινόμενο των οβοκβηρωμάτων τους: 


{ ο) οφάς Ἱ Ρον. ή σοκ 


ενώ 





»Οι ανισωτικές σχέσεις ΔΕΝ οΠΏοκβηρώνουται. 
Παράδειγμα 10.42. Ἐστω η ανίσωση 
Χ«ΧΕΙ µε χεκξ 


ολοκληρώνουμε κατά µέλη και έχουµε 


[κανς [αν 1λαΧ 5» 
χ ναι 


πο στ Ἑχτιο Ἐς 
2 2 
οτ-ώώ «ακ«Χ 


και βλέπουμε ότι καταλήγουμε σε µια ανίσωση που δεν ισχύει για 
όλατα χε] αλλά µόνογιατακχ2ει- 0. 
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Κεφάλαιο 11 


ΔΙΑΝΥΣΜΑΊΤΑ 


Πρόταση 11.1. Ανᾶ- Οήδ- Οτότεαᾶα- Ρ--0. 


ή 
Ισχυρισμός 11.29. Δνᾶ:.Ρ- Οτὀεᾶ- ή Σ-ῦ. 
Αντιπαράδειγµα 11.9. Ανα Ῥτότε ᾱ- Ρ -- |ἄ]βιοοςθ0- - 0 

Γενικά ισχύει η επόμενη πρόταση: 


Πρόταση 11.4. ' 


Πρόταση 11.5. Αυ ᾱ-- Ρτὀτεᾶ: ἕ-- Ρ: Εγια κἀδε διάνυσμα 5. 
Ισχυρισμός 11.6. Ανᾶ-ξ- Ρ.ὄ με ςσ- Ό τὀτεᾶ -- Ρ. 


Αντιπαράδειγµα 11.7. Έστω α - (1.0). Ρ --(0,])καιςδ- (1,1) 0. 
Τότε εἶναι ᾱ- ε- Ρ:- 1. Όμως ἄ Ρ. 


Συμπέρασμα 11.8. Αρα ββέπουμε ὀτιο υόµος της διαγραφής ὥςπρος 
την πράξη του ποΏΠαπΠασιασμού ΔΕΝ ισχύει στα διανύσματα. 





1Αν είναι α - 0 ἡ ὃ - 0. τότε και αυτή η περίπτωση περιλαµθάνεται στην 
πρόταση, αφού τα μηδενικά διανύσματα μπορούν να θεωρηθούν ὡς κάθετα σε 
κάθε άλλο διάνυσμα και επιπλέον κάθετα και μεταξύ τους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 


Ισχύει όμως το εξής: 
Πρόταση 11.9. 


Απόδειξη. 





Ισχυρισμός 11.10. 
α-(Ρ- 6) -- (α. Β). 6 
Αντιπαράδειγµα 11.11. Έστω α - (1.0). Ρ -- (0,1) και ς -- (1, 1). 
Τότε εἶναι α (5.8. -ᾱ- 1 -(1.0)ενώ(α-β).σε-ο-ςσ-(ο,ο)-ό0 
Άρα βλέπουμε ότι ούτε ο προσεταιριστικός νόμος ὡς προς την 
πράξη του πολλαπλασιασμού ισχύει στα διανύσματα. Γενικά δηλαδή 
ισχύει: 


σι 


α-(Ρ.θ)-(α. Β). 6 





Ισχυρισμός 11.12. Ισχύει ὁτι|α- ἱ -- |α| - |Ρἱ 
Αντιπαράδειγµα 11.13. Αν α - (0,1) και Ρ -- (1. 1) τότε έχουµε 


ο π γ2 
Ξ |] .|δ].εο.-- -1:νὸο.- --ι 
|α| - || 1 . 


οπότε |ᾶ- Β] -- 1 -- 1. ενώ 


αἱ δι --ι. νὸ- ν» 
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Γενικά ισχύει 


Πρόταση 11.14. |α- Ρἱ « |αἰ - |Ρἱ 


Απόδειξη. Ἐίναι 


ᾱ- Ῥ -- |] -|Ῥ]- εοςδ ς« |αἱ -|Ῥ] 


οπότε 

ια: δι « [αἰ-|δ] -- |αἰ - ΙΙ 
Ἡ ισότητα ισχύει μόνο όταν «058 - 1 5 ὃ Ξ 0, δηλαδή όταν τα 
διανύσματα ἄ,. Ρ εἶναι συγγραμµικάἀ. Π 


Ισχυρισμός 11.15. Ισχύει ότι(α - Ρ)” -- (α)” :(8)3 
Αντιπαράδειγµα 11.16. Αν ᾱ - (0, 1) και Ῥ-- (1, 1) τότε έχουµε 
α Ρξο-1 1 1Ξ1 
οπότε (α- Β)΄ -- 17 -- 1, ενώ 
(α)” (8) -(ο.ο-1-«1) 4.1.1 :1)-1.92-2 
Γενικά ισχύει η εξής πρόταση: 

Πρόταση 11.17. (α- 8)” «(α)” : (8) 
Απόδειξη. Ἐίναι 

ᾱ- Ρ)” 


(αἱ - (51 - οὓς 8) - 


|α[” «(ΕΙ «(ους )” « 
ια” «Ρῆι - 
(α)” - ()” 
Ἡ ισότητα ισχύει μόνο όταν «058 Ξ- 1 5 ὃ Ξ 0Ο, δηλαδή όταν τα 
διανύσματα ἄ, Ρ είναι συγγραμµικά. Π 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 





Ισχυρισμός 11.18. Ισχύει(α)” Ξ |α” γιακάδεπενΝ µεπ Σ]. 
Αντιπαράδειγµα 11.19. Έστω ᾱξ (1.1). Τότε έχουµε 
(αΞξ( «11 :1)Ξ2 


και 

αι -(νή 1)’ - (νο) -9 
Δηλαδή (α)” - |αι”. 
Όμως 

(α)” --(α) -ᾱ- 2.α- (9.9) 


ενώ 


8 9 
αι ο (νο) ον 
οπότε (α)» -ε|α. 
Το σωστό δίνεται από την παρακάτω πρόταση. 


Πρόταση 11.20. Ισχύει (α)" -- |ἄ/" για κάδεπ ΕΝ µεπι ἀρτιο. Δυτ 
περπτός, τότε(α)” --|αι 9.α 


Απόδειξη. Έστω αξ (κ. 9). Έχουμε 
(α" (κ κτυν)- αυ 


και 
α (νὰ τνϐ) - κἳ εν 


δηλαδή 
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Αν π ἁρτιος, τότε πι Ξ 2Κ, Κε }Ν. Άρα 
(α)" 5” 
(23) 
Ξ(αβ) 
ο [αι 
ΞΙαἰ" 
Αν π περιττός, τότεπιΞξ 2-1. κε λδ. Άρα 
(α)” -- η ων, 
σα). 


Ξ ια] 


9 


9 





Ισχυρισµός 11.21. Ισχύουν και για τα διανύσματα οι γυωστές ταυ- 
τότητες της ἀλγεθρας. 


Αντιπαράδειγµα 11.22. Η ταυτότητα αὖ -- Ρ Ξ- (α-- Β)(α” «- αὐ -- 5) 
δεν ισχύει για τα διανύσματα ἂ- (1, 1) και ὃ -- (0, 1). 
Είναι 


(α) ΞΙα” αι Όϱ,5) 
και 
( ΞΙΡ  ΣΞ 10,1) (0,1) 
οπότε έχουµε 
(α  -δ Ξο ο )ΞΏ 
ενὠ 
(ᾱ-- ) ((4)” -- ἄδ-- (8)3) - 
α,ο 2-1 --1ἰ)- 
(4, 0) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 


Συμπέρασμα 11.25. Δευ ισχύουν για τα διανύσματα ταυτότητες πε- 
ριιτώὠν δυνἀµεων, παράἀ µόνο ἀρτιων δυνάμεων, ὁπως 


(α -- ϱ)” - αἲ «-2α8 -- 


αἱ -- Ρ’ Ξ(α-- Βία -- Ρ) 
αἲ -- Ρ4 -- (α-- Β)(αὖ -- α  Ὁ-- αρ” -- Ε)) 


Αυτό συμθαίνει γιατι στις ταυτότητες περιτών δυνἀµεωυ, ὁπως του 
προηγούμενου αυτιπαραδείγµατος. έχουμε ισότητες διαυὐσμάτωυ. Ὁ- 
µως οι γυωστὲς ταυτότητες είναι ισὀτητες αριθμών και έχουν ισχύ µόνο 
για αυτούς. 


Ισχυρισμός 11.24. Αυ (α)” -- (8) τότε ᾱ -- Ρ. 
Αντιπαράδειγµα 11.25. Έστω α Ξ (1.2) και δ -- (95,1). Έχουμε 
τότε, (α)” -- (8)” -- 5 ενώ προφανώς εἶναι ἂ - Ρ. 


Παρατήρηση 11.26. Επειδή (α)” -- (8)3 -» (α)5 -- (8): - 0 καιισχύει 
ῃ ταυτότητα 
(” --(ϱ)” --(ᾱ-- Βία κ Β) 


έχουμε 
(α-- Ριί(α-- Β)-ο 


οπότε 
(α- ϐ Ιι(α.σδ-ο 


που για τα διαυύσµατα ἅ- (1.32) καιδ- (9, 1) αληδεύει. 
Ισχύει το εξής: 


Συμπέρασμα 11.27. (α)- -- (8): -(α-- ϐ) Ι (α--Β)-ο0 
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Κεφάλαιο 12 


ΜΙΓΑΔΛΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


Ισχυρισμµός 12.1. Αυ 2 αυήκει στο σύνοβο « τωυ μιγαδικών αριθμών, 
καια. Ρ είναι πραγματικοί αριθμοί, τότε: 


1. 2 5 0ΟγιακάδεΖ εκ. 

2. ανας« 95 αἱς« Ρἰ. 
Αντιπαράδειγµα 12.2. 

1. Αν Ζ- 2ἰτότε 2’ - (2υ7 - --ᾱ« 0. 


2. ΑναξΞ2« 3 Ρτότε δεν ισχύει ότι 2ἱ « 3ἱ, γιατί αν αυτό εἶναι 
αληθές, έχουµε (203 «(9073 5 --4 «--θ, ἁτοπο. 


Συμπέρασμα 12.3. Η διάταξη ΔΕΝισχύειστο σύνοβο 6 των μιγαδικών 
αριθδµώυ. Έτσι ένας µιγαδικὀς αριδµός ΔΕ μπορεί να χαραχτηριστείἰ 
σαυ θετικός ή αρυητικὀς (δευ ισχύει η ιδιότητα της τριχοτοµίας), και 
επίσης ΔΕ µπορεί να γίνει σύγκριση μεταξύ δύο μιγαδικών αριδµώυ. 





Πρόταση 12.4. Αυ Ζ Ξ ιυ, ὀπου Ζ.ιυὺυ αυήκουυ στο σύνοΆο 6 τωυ 
µιγαδυκών αριδµών, τότε |7] - |ιυ]. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12. ΜΙΓΑΔΗ«ΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


Ισχυρισμός 12.5. Αν |Ζ] Ξ- |ιυ], ὀπου Ζ,ιὺ αυήκουν στο σύνοβο Ο τωυ 
μιγαδικών αριθμών, τὀότεΖζξ υι. 


Αντιπαράδειγµα 12.6. Αν Ζ- 1 Γ2ἱκαιιυ- 2-Εἱοπότε Ζ 7 ιυ, τότε 


Ισ] Ιω -- νδ. 


Συμπέρασμα 12.7. Οπως καιστο σύνοβοτων πραγματικών αριθμών, 
έτσι και στο σύνοβο των µιγαδικώυ αριδµώνυ, η ισότητα των µέτρωυ δε 
συνεπάγεται και ισότητα αριθμών. Στο µευ Κ σε κἀδε μέτρο (απόβυτη 
τιμή) αντιστοιχούν 2 µόνο αριδµοί, στο δε «, σε κἀδε μέτρο αυτιστοι- 
χούυ απειροι αριδµοί. Και αυτὀ γιατί ευὼ στην ευδεία των πραγµατι- 
κών αριδµών, 2 µόνο σηµεία κάδε φοράἀ απέχουυ εξίσου απὀ το µηδέυ 
ία Ξαςθκςα/ήκ-ς --α), στο επίπεδο τωυ μιγαδικών αριθμών, τα 
άπειρα σηµεία ευὸς κὐκβου απέχουν εξίσου απὀ την αρχή των αξόνωυ 
(κ Ευ αἲ κ’ ευ’ - α)). 





Ισχυρισμός 12.8. Η εξίσωση 2 -«- ιυ- Ξ 0, όπου Ζ,ιυ ανήκουν στο 
σύνοβο 6 τωυ µιγαδικώυ αριδµώνυ, εἶναι αδύνατη. 


Αντιπαράδειγµα 12.9. ΑνΖΞ 1 καιιυς ἰέχουμε 2” Ευ Ξ 1” εξ Ξ 
1-1) Ξο0. 


Συμπέρασμα 12.10. ΄Οπως είδαμε και προηγούμενα, το τετράγωνο 
μιγαδικού αριδμού δευ είναι πάντα Ὀετικό. Μπορεί να είναι και αρυη- 
τικὀ, οπότε άθροισμα ετερὀσηµων εἶναι δυνατὀ να ισούται µε μηδέν. 


Γενικά η λύση της εξίσωσης 2” -- ιυ- Ξ 0 στο σύνολο Ο των µιγαδι- 
κὠν αριθμών εἶναι: 


Απόδειξη. ΑνΖΞ- κ ευίιυ α - Ρί, µεκ.ι.α. Ρε}. τότε 


Ζ ΚωΞ03 (19.1) 
(κ -- υῦ2 (ας Ρὺ” -0 3 (12.2) 
(κὃ -- υ Ἑα τε β 2(χη -Γ αδ)ίξ 0 «5» (12.3) 
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Χ΄ --ι -α - ὂ-- 0 (12.4) 
και 


χι -αδΞξο (12.5) 
Ἐπτίσης 
Ζ εω/-09 
Ζ- - --ω 59 1 
ζΤ Ξ- | --ιωήι 5 


|5]” -- [ιω]” 
ΖΖΞ ωιυ «3 
ΑΕ υ - α’ «- ϱ (12.6) 
Έτσι, προσθέτοντας κατά µέλη τις εξισώσεις (12.4) και (12.6) έχουµε 
- οχ' - 20’ 9 κ - Ε) 9 || - |8| 
και μέσω της (12.6) έχουµε επιπλέον 
ια| Ξ |υ] 
Ἆρα, από την (12.5) 
9ΟΝΧΞΡΒΟΡΙΓαΡΞΟΞα- -υ. δηλαδή 
ΖΞκχτγυί και ιωξ-υ -ττακίὶ 
οπότε 
ΖΞ ἵυ 
οΟνΧ-Ξ Ρ5-Ρρυ-αβ-θθα-ου. δηλαδή 
ΖΞΧχτΓυί και ωυ- τακίὶ 


οπότε 


Ζ- -ἵυ 





1Εδώ ΔΕΝ έχει μπεί το σύµθολοτης ισοδυναμίας γιατί ΔΕΝ ισχύει το αντίστροφο, 
βλέπε αντιπαράδειγµα 12.6 στη σελ.196. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12. ΜΙΓΑΔΗ«ΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 





Ισχυρισμός 12.11. Η παράσταση 2’ «- ιυ’, όπου Ζ,ιυ αυήκουυ στο 
σύνοβο 6 των μιγαδικών αριδµώυ, ΔΕΝ παραγουτοποιείται. 


Αντιπαράδειγµα 12.12. Είναι 

Ζ” - υ - σ --(α0)” - (σ-- 0 -- Πυ) 
Συμπέρασμα 12.13. Δευ πρέπει να συγχέουµετην παράσταση κ’ Γι 
που είναι θετική για κάθε κ. Εε Ἐ. οπὀτε δευ έχει ρίζες στο Κ και ἁρα 
δευ παραγουτοποιείαι, µε τηυ παράσταση 2” -- ιυ” που έχει 2 ρίζες ως 


προς Ζ στο σύνοβο 6 των μιγαδικών αριθμών, τις {υ, --ἰιυ και για αυτό 
το Λόγο µπορεί να γραφεί σαν γινόμενο µε του τρὀπο που δείξαμε. 


Ισχυρισμός 12.14. Ισχύει ότι |2/” -- 23, για κάδεΣεθ. 
Αντιπαράδειγµα 12.15. Αν 2 - 1 --2ἱ, τότε |2/ - 5, ενώ 2’ Ξ --8-Γ4ἱ. 
Βλέπουμε δηλαδή, ότι το |2/’ είναι πραγματικός αριθµός, ενώ το Ζ- 
δεν εἶναι. Άρα γενικά ισχύει |2/ -Ε 2". 

Συμπέρασμα 12.16. Η ισὀτητα ισχύει αν καιµόυοαυ 2 εκ. 


Ἆρα ισχύει η πρόταση: 


Πρόταση 19.17. 2-23 57εξ 





ἈΒλέπε τη γενική λύση της εξίσωσης σ” -ε ιυ” -- 0 στο αντιπαράδειγµα 12.9 στη 
σελ. 196 
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Απόδειξη. 


[2] -- 5 95 72 -- τσ 
9 7(7-2Ξ0 
σερ η ο -σες 
920 ἡ ἹΙπι(δβΞ-ο 
5σΖεχξκ 





Ισχυρισμός 12.18. Ισχύει ότι |2/” -- --2-, για κάδεζ εο. 


Αντιπαράδειγµα 12.19. Αν 27 -- 1 --2ἱ, τότε |2Ι - 5, ενώ --Ζ- - 8--4ἱ. 
Βλέπουμε δηλαδή, ότι το |2/’ είναι πραγματικός αριθµός, ενώ το Ζ2 
δεν είναι. Άρα γενικά ισχύει |2/3 - --Σ". 

Συμπέρασμα 12.20. ΗισὀτηταισχύειαυκαιµόυοαυΖΞΟή ᾖΚεί(2)Ξ 
0. 


Ἆρα ισχύει η πρόταση: 
Πρόταση 12.91. [2 - -- 52ε]ξ [κίλκετλξ] 
Απόδειξη. 

5!’ -- --- 5 22- --- 

9 72(ΖΕ2)Ξ0 
ἑξεΈἙο ης εεσςο 
920 ἡ ΚπεΞο 
52ε]ἵ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12. ΜΙΓΑΔΗ«ΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


Ισχυρισμός 12.22. Για κἀδε Ζ,ι) που αυήκουυ στο σύνοβο 6 των 
μιγαδικών αριδµών, ισχύει |7 -- υ} Ξ- |7| -- |]. 


Αντιπαράδειγµα 12.259. ΑνΖ- 1 καιιυξ ἱ,τότε|Ζ Γι] 1 ἡ- 
Υ2, ενώ [2] εω]- 1] Ιἠ- 2 νὸ. 


Γενικά ισχύει η παρακάτω πρόταση: 


Πρόταση 12.24. Για κάδε Ζ,ιὺ που ανήκουν στο σύνοβο « τωυ µιγα- 
δικών αριδµών, ισχύει|Ζ -- ιυ] ς |71 -- |]. 


Παρατήρηση 12.25. Η ισότητα |Ζ -Ε ιυ] Ξ- |2ἱ -ε Ιιυἱ ισχύει αυ και µόνο 
αυνζςξ Κυ, µε] -Σ 0. 


Απόδειξη. 


Ζει] - |7] -ε | 3 

(5 ωῤ” -- (21 -ε ωῤ” 9 

(Ζ -ε ιυ)(Σ -ε τϱ) -- |” -- 27] - |ιυ] -- [0] 5 
Ζιυ-Γ ιυζ- 2/7]: Ιιυ] 9 (12.3) 

(210 -ε ιυ2)” -- 42/3 - Ιω] 5 

(Ζ10 -- ι02)” -- 4Ζ2ιυιῦ 9 

(σω- ω5β”-ο» 

Ζιυ- 270 35 

Ζιυξ ιυ0ζ 3 

Ζιυ - (στο) 9 

συεξε 


οπότεανζ- χ-υίκαιιυ α - Ρί έχουµε ισοδύναμα 


α Ευὺ(α εΡὺεξ 
[κα -υρ-ςε(υα- κρ)ἡ εξ 35 
να - Χρ 


Ας εξετάσουμε τωρα τις περιπτώσεις: 
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1. Αν α 0 και ΡΕ Οτότε έχουµε 


ναξκρ» 
Χχ 
Σσπσ-ικ»ο 
α ϐϱ 


Το Κ εἶναι θετικό διότι: 
Όταν υψώνουμε την ισότητα (12.3) στο τετράγωνο, για να ισχύει 
η ισοδυναμία, απαιτούµε και τα δύο µέλη να εἶναι οµόσημα. 
Όμως αφού 217] - [ιυ]  Ο., συνεπάγεται ότι Ζιυ -- ιυζ Σ 0. 
Ἆρα 
σιυ-- (συ) 50» 
2πε(σιω) »0 «5 
χατυρὸο 


ο Χ ὁῦ ͵ ᾿ 
Όμως είναι -- Ξ ρ οπότε τα γινόμενα χα και ΗΡ είναι οµόσημα. 
α 


χ 

Ἑπομένως χα Σ Όκαι υΡ Σ 0. Επιπλέον -- Σ0 και - Σ 0 οπότε 
α 

κο 


Επομένως 
χΧ  ὐ 
-Ξξκο 
α ὉϐὃὉ 
χξκα, ὐ- ΚΡ«» 


Ζ Ξ Κα -- Κδί «» 
ΖΞ Κία - Ρἱ) 5 


Ζ Κυ 


2. Αν α Ξ Ο τότε επειδή ἵνα Ξ χὈ έχουμε χῷξ ΟοπότεκΞ 0 ἡ 
ΡΞ 0Ο. Όμως χα ΓυΡ Σ 0 άρα υΡ Σ 0Ο. Αν Ρ - 0 άτοπο, οπότε 
ΧΞ Ο. Δηλαδή Ζ υἱ και τιυ  Ρί και αφού υ,Ρ εκ. υπάρχει 
κ Σ Οτέτοιο ώστε 9 Ξ- ΚΡ. Επομένως ΖΞ Κιυ. 


9. Αν Ρ - 0 όμοια. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12. ΜΙΓΑΔΗ«ΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


4. Αν αξ 0 και δρ Οτότε επειδή χα - 08 3» 0, η περίπτωση αυτή 
µας οδηγεί σε άτοπο. 


202 


Κεφάλαιο 13 


ΗΠΗΙΝΑΙΚΕΣ 


Πρόταση 19.1. ΑνΡΑΞΟΜήΒΞΟτὀεββΒΞΟ. 
Ισχυρισμός 19.2. ΑνΡΑΒΞΟτὀΕεΑΞΟΜΙΒΞΟ. 

: 1 ο 0ο ο|. , 
Αντιπαράδειγµα 193.89. Έστω Α Ξ 1 οἱ και Β Ξ Ι 1]: Έχουμε 
τόε ΑΗΕΞ- ΟενώΑβ-οθκαιβ-0. 


Παρατήρηση 19.4. ΑυύΑΒ - Ό καιΑ- Ο τότεΔΕΝ ισχύει απαραίητα 
ΒΞΟ. 


Ισχύει όµως το εξής: 
Πρόταση 19.5. Αυ ΑΒ - Ο καιΑ αυτισιρέψίµος, τότε Β- Ο. 
Απόδειξη. Έχουμε ΔΕΞΟΞ ΑΙΑΕΞΟΞΘΙΒΕΞΟΞΕΒΞΟ. Πι 


Παρατήρηση 19.6. Με αυτιδετοαυτισιροφή έχουµε ότιαν ΔΒ -Ε Ο τότε 
Α/ί ΌκαιΒ-/ Ο. Το αντίστροφο όμως, όπως είδαμε καιπροηγουµένως, 
ΔΕΝ ισχύει. Δηβαδή αυ, ΑΕ Ο καιΒ - Ο ΔΕ συυεπάγεται απαραίτητα 
ότιββ{σοΟ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 19. ΠΙΝΑΚΕΣ 


Πρόταση 19.7. ΑυΑΞ ΟτὀτιεΑ"ΞΟ,µεπε ν”. 
Ισχυρισμός 19.86. ΑνΡΑ”Ξ Ο,µεπεΝ’ τὀεΑβΞ0. 


. 2 ᾿ 
Αντιπαράδειγµα 15.9. Έστω ΑΞ | - Ἶ Έχουμε τότε Α Ξ Ο ενώ 
ΑΟ. 

Παρατήρηση 18.10. Αυ Αἲ Ξ- Ο αλλά ΑΠ.Ι - Ο για κάποιο π Σ 
1, πε }Ν, τὀτεο πίνακας Α Λέγεται μηδευοδύναμος µε δείκτη π. 





Πρόταση 19.11. ΑυΑΞ Ἱτόεα"Ξ- ἵ,μεπενΝ,πτ]. 


Ισχυρισμός 19.12. ΑυΑ”" -]μεπενΝ,πὸ]τόεΑβ-ξ]. 


.Ἐχουμε τότε ΑΣ Ξ ] ενώ 





ς 9 
Αντιπαράδειγµα 19.19. Έσιω ΑΞ ᾗ 8 
ΑΤΕΙ. 


Παρατήρηση 19.14. Δυ Α" Ξ ] αΏΠά Α΄. -ΕΤγιακἀποιοπὸ 1, πε 
Ν, τότε ο πίνακας Α Λέγεται μουαδοδύναµος µε δείκτη πι. 


Ισχυρισμός 19.15. ΑυΑΟΞ ΒΟµμεο-ΟτόιεΑΞ Β. 


Ας αποδείξουμε ότι ο παραπάνω ισχυρισμός ΔΕΝ ισχύει. 
Είναι 
ΑΟΞΒΟΞΘΑΟ-ΒΟΞΟΞΘΙ/(Α-ΒΟΞΟ 


Όμως ΔΕΝ ισχύει απαρατηταόιΑα- ΒΞΟΞΑΞΡήΕΟΞ Ο. 
(Βλέπε 19.2) 
Συμπιληρωματικά δίνεται και το επόμενο αντιπαράδειγµα. 


1 1 1 
Αντιπαράδειγµα 19.16. Δίνονται οι πίνακες Α - 1 ἡ Β- | ο ᾿ 
οο ο 1 
καιοξ ο ἳ π Ο. Ἐχουμετότε βΟΞ ΒΟΞ Ἶ ενώ ΑΕ Β 
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Πρόθλημα 19.17. Σε ποια όµως περίπτωση 9α μπορούμε να συ- 
νάγουµε ότιΑΞ Β:; 


Την απάντηση δίνει η επόμενη πρόταση. 


Πρόταση 18.18. ᾿ Αν οτετραγωυικός πίνακας Όμωι εἶναι αυτισιρέψι- 


μος τὀτε 
Ας ΞΒΟ ΞΣΑΞΗ 
Απόδειξη. 
Ας ΞΗς «9 
Αοο ΞΕΟΩ 55 
Αἵ΄- ΕΙ 5 
ΑΞξ Ἡ 


Ισχυρισμός 13.19. Αν ΑΣ Γ ΒΣ Ξ ΟτότεείναιΑΞΟήΒΞΟ. 


. Ι 6 δὃ 
Αντιπαράδειγµα 19.20. Για τους πίνακες ΑΞ | 1 -6 και 


1ο -ᾱ ω ο. 14 0 -ᾱ Ο| - 
μτηο ὂ | οχύειΑ Ἔ Β -. ὴ . τη] 0 ενώ εἶναι ΑΟ 
καιΒ-. 





Ισχυρισμός 19.21. Ισχύει ότι ΑΒ - ΒΑ. 





1Οι πίνακες Α και Β δεν είναι αναγκαίο να είναι τετραγωνικοί. Αφου ο πίνακας 
Ο είναι πΧ π αρκεί οι πίνακες Α και Β να εἶναι πιΧ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 19. ΠΙΝΑΚΕΣ 


1 1 
Αντιπαράδειγµα 19.22. Δίνονται οι πίνακες Α Ξ- ο | και Β - 


0ο 0 ο 1 
ν Ἶ Έχουμε τότε ΑΒ - ᾗ ὸ ενώ ΒΑ - Ο. Ἆρα ΑΒ ίΕ ΒΑ. 


Συμπέρασμα 19.293. Στους πίνακες, η αυτιμεταδετική ιδιότητα ὡς 
προς του ποββαπβῃασιασμὀ, γευικἀ ΔΕΝ ισχύει. 





Ισχυρισμός 19.24. Αν ΑΒ - ΒΑ τότε ΑΒ Ξ ΒΑ Ξ Ἱ. Δηβαδή αυ δύο 
πίνακες αυτιμετατίθονυται, τὀτε εἶναι αυτίστροφοι μεταξύ τους. 


ο 1 2 0 
Αντιπαράδειγµα 19.25. Έστώ οι πίνακες Α -- ἤ Ἶ καιβ- | 0 4 
Έχουμε τότε 


2 0 


ΆἎρα αφού ΑΒ - ΒΑ -Ε Ἱ, σηµαίνει πως αντιµετατίθονται, αλλα δεν 
είναι αντίστροφοι μεταξύ τους. 


ΑΡΞΡΑΞ 1ο : 


Ισχύει η επόμενη πρόταση: 


Πρόταση 19.26. Έστω ο πίνακας Απιπ και Ἑ το σύνοβο τωυ πινάκων 
Χ µετηυ ιδιότητα ΚΑ - ΑΧ. Τότε: 


1. Ἑ-εθ 
2. Αυ οπίνακας Με Ἑ, τὀτεκαιοῇΏ:.Μ εἘἙἘγιακάδεᾖἢΏεχκ. 


9. Αν οιπίνακες Μ, Ν Εε Ἑ τότε και οι πίνακες(Μ -ε κ: Ν), (κ: Μ.- Ν) 
µεκ-ετ. είναι στοιχεία του συνόΛου Ἑ. 


4. ΑυΧΑΞ ΑΧ Ξ ] τότε ο πίνακας ξ ουοµάζεται αυτίσιροφος του Α 
και είναι µουαδικὀς. Γοάφουμετότε ΧΞ Α:. 


5. Αν ο πίνακας Χ αυτισιρέφεται, τότε καιο αυτἰσιροφὀςτου, ο ' 
ανήκει στο σύνοβο Ἑ. 
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Απόδειξη. 1. Ένας πίνακας µε την ιδιότητα του πίνακα ἅ είναι ο 
μοναδιαίος πίνακας ἵπιπ αφού ΙΑ - ΑΙ οπότε ἵπιπ Ε Ἑ, Και άρα 
Βε0. 


9. Αν Μ ε ἩἙ, τότε ΜΑ - ΑΜ, οπότε (ΏΜΊΑ -- (ΜΑ) - (ΑΜ) - 
Α(ΏΜ). Ἆρα Μ εΒ. 


3. Είναι ΜΑ - ΑΜ και ΝΑ - ΑΝ οπότε 
(Μ1 -- ΚΝ)Α - ΜΑ -- ΚΝΑ 
Ξ ΑΜ -Γ ΚΑΝ 
Ξ Α(ίΜ -- ΚΝ) 
και 
(ΙΟΜΝ)Α - ΚΜ(ΝΑ) 
Ξ ΚΜ(ΑΝ) 
Ξ- Κ(ΜΑ)Ν 
Ξ- Ι(ΑΜ)Ν 
Ξ Α(ΚΜΝ) 
4. Έστω ότι υπάρχει ένας πίνακας Β  Χτέτοιος ώστεΒΑΞ ΑΒ Ξ Ἱ. 
Θα δείξουμε ότι Β- Χ. Είναι 
ΑΒΞΤ«Θ 
ΧΑΡ - Χί » 
βΒΞ κ» 
ΕΞΚΧ 
ϱ. Είναι 
ΚΧΑΞΑΧ 5 
ΧΙΧΑ-Χ ΑΧ 
ΙΑΧ ΤΟ - ΧΑΧΧ 1 9 
ΑΣ ΞΧ ΑΙ 5 
ΑΧ -ΧΊΑ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 19. ΠΙΝΑΚΕΣ 


Ισχυρισμός 19.27. Οι γνωστέἑς ταυτότητες 


(Α-- Β)Σ - ΑΣ --2ΑΒ - ΕΒΕ’ 
Α’ -- Β2 -(Α-- ΒΟΙΑ-ς Β) 
Αὖ -- Βὸ -(Α-- ΒΙΑ” -- ΑΒ -Ε Β5) κτῇπ. 


που ισχύουν για τους πραγματικούς αριθμούς, ισχύουυ και για τους 
πίνακες. 


. . . 1 1 
Αντιπαράδειγµα 19.28. Δίνονται οι πίνακες Α Ξ | 0 : και Β - 


1 


1 / --- 
0 . ενώ (Α -- Β)(Α -- Β) - 


ο ο 
ο Ἶ Έχουμε τότε Α΄ -- Β - | 


ο -ιιο 1 ο -ι 
και για τις άλλες ταυτότητες. 


ᾗ πᾗς η - ε η] Ἆρα ΑΣ -- Β2 κ (Α-- ΒΥΑ - Β). Όμοια 


Συμπέρασμα 19.29. Οι γυωστές ταυτότητες τωυ πραγµατικώυ αριδ- 
μών µε δύο 3 µεταδβητές ισχύουν και για τους πίνακες αν και µόνο αυ 
οι δύο πίνακες αυτιµετατίθευται ὡς προς του ποβΠαπβασιασμὀ. 


Απόδειξη. Θα δείξουμε την ταυτότητα Α΄ -- Β’ Ξ(Α-- ΒΙΑ Β). Ισχύει 
ότι ΑΒ - ΒΑ και έχουµε 
(Α-- ΒΟΙ(Α -- Β) - ΑΣ ΑΒ -- ΒΑ-- Β- 3 
Ξ Α ΓΔΒΕ-- ΔΒ-- Β 
-- ΑΣ. Β2 


Όμοια και για τις άλλες ταυτότητες. Π 





ΆΓια ταυτότητες µε περισσότερες µεταθλητές, απαιτούνται για την ισχύ τους πολ- 
λές συνθήκες ὡς προς την αντιμεταθετικότητα και κατά περίπτωση διαφορετικές. 
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Πρόταση 19.980. Αυ ΑΞ Β τότε ΑΞ - Β”. 
Ισχυρισμός 13.91. Αν Α - ΗΒ τὀόεΑΞΒήΑΞ -Β. 


Υπάρχουν δύο λόγοι του αυτό δεν είναι σωστό. Ο τιρώὠτος λόγος 

είναι ότι ΔΕΝ ισχύουν οι ταυτότητες, όπως είδαµε και πριν. Έτσι δε 
γίνεται να γράψουμε ότι Α- -- Β2 Ξ (Α-- ΒΑΕ Β) Ξ Ο εκτός αν οι δύο 
πίνακες αντιµετατίθενται. 
Ακόμα και αν ισχύει ότι ΑΒ - ΒΑ υπάρχει και δεύτερος λόγος που 
αυτό δεν εἶναι σωστό: Το γινόμενο δύο µη µηδενικών πινάκων μπορεί 
να είναι ένας µηδενικός πίνακας. Οπιότε σε αυτή την περίπτωση είναι 
λάθος από την ισότητα (Α -- ΒΙΑ Β) Ξξ Όνα εξάγουµε ότι Α-- ΒΞ 
ΟΞΑΞΒήΑΕΒΞΟΞΑΞΓ-Β. 


: ᾿ - 1 0ο 
Αντιπαράδειγµα 19.32. Δίνονται οι πίνακες Α Ξ | | και Β - 


ο 1 
ο 1 
Ἡ οἱ 
Έχουμε Α΄ -- Β- - Ἱκαιπαράτο ότιισχύει Α2- ΕΣ Ξ (Α- ΒΙΑ ΓΒ)ΞΟ 
αφού ΑΒ - ΒΑ. είναι όµως Απ Βκαι Α{ -Β. 


Παρατήρηση 19.99. Γενικά ισχύει ότι αυ Α Ξ Β τότε Α” Ξ Β" για 


κάδεπι ε ἨΝ, αΏβά το αυτίσιροφο ΔΕΝ ισχύει για τους Λόγους που 
αυαφέρδηκαυ. 

. : ι ο 
Αντιπαράδειγµα 193.94. Γιατους προηγούμενους πίνακες ΑΞ ο 1 


ο 
καιρ-] [ενα Αἲἲ 5 Ες Τενό ΑΒ και Αν -µ. 


Ισχυρισμός 13.95. ΑυΑ"Ξ Α.μεπ,κεΝκαιΑ-ᾖ],ο, τότεπ-- Κ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 19. ΠΙΝΑΚΕΣ 


Εδώ έχουµε 


ΑΤ -- ΑΧ -» 
Α:- Αα -ο- 
Απ Αα" Ξο 


αλλά όπως είδαµε και πριν, εἶναι λάθος να συμπεράνουμεότιΑ”ΞΟ 
ἡ ΑΚ ΠΞ Ἱ. Ακόμα και αν αυτό ισχύει, τότε ΔΕΝ ισχύει οπωσδήποτε ότι 
κΚ-ῄπο-κ-τπγιατίἰο πίνακας Α µπορεί να είναι μοναδοδύναμος 
µε κάτιοιο δείκτη που είναι διαρέτης του Κ--π. 


, ο 1 ὃς 
Αντιπαράδειγµα 19.96. Για τον πίνακα ΑΞ ἤ ὴ ισχύει ότι ΑΑ Ξ- 


Απο εἹ. 





Πρόταση 19.37. ΑυΑΞ Β τότε |Α| Ξ ΙΒΙ. 


Ισχυρισμµός 19.98. Αυ |Α| - |Β| τὀτε Α - Β. 


1 0ο ο 1 
Αντιπαράδειγµα 19.99. Ἐστώ οι πίνακες Α - | 0 9 και βΒ- | 0 Ἰ 


Έχουμε τότε |Α| Ξ ΙΒ - 0 αλλά Α/ Β. 





Ισχυρισμός 19.40. Αν δύο πίνακες είναι αυτιστρέψιµοι, τότε και το 
ἀθροισμά τους αυτιστρέφεται. 


ο 1 0ο -ι 
Αντιπαράδειγµα 19.41. Οι πίνακες Α - | 1. τ] και Β - | ο. | 
εἶναι αντιστρέψιµοι αφού |Α| Ξ -Ι -- 0 και [βἱ Ξ 1 -Ε 0Ο. Όμως το 


0 , 
ἀθροισμά τους είναιβςεΒ- , οπότε |Α -- Βἱ Ξ 0 και άρα ΔΕΝ 


2 2 
αντιστρέφεται. 


210 


Ισχυρισμός 19.42. Αυ δύο πίνακες ΔΕΝ είναι αυτιστρέψιμµοι, τότε και 
το ἀθροισμά τους ΔΕΝ αυτιστρέφεται. 


0ο 0ο 
1 ο 
είναι αντιστρέψιµοι αφού |Α| - 0 και |Β| - 0Ο. Όμως το ἀθροισµά τους 


ῃ , ο 1 
Αντιπαράδειγµα 19.49. Οι πίνακες ΑΞ | 0 ] και Β -- | | ΔΕΝ 


ο 1 
είναι Α.Ε ΒΞ- 1 οἱ: οπότε |Α -- Βἱ - --Ι “0 και άρα αντιστρέφεται. 


Συμπέρασμα 19.44. Το ἀδροισμα πινάκων µπορεί να εἶναι ή και να 
µην εἶναι αυτισιρέψιµο, αυεξἀάρτητα απὀτηνυν αυτισιρεψιµότητα καδευόὀς 
απὀ αυτών ξεχωριστά. 


Ισχύει όµως η επόμενη πρόταση σχετικά µε την αντιστρεψιµότητα 
των πινάκων και του γινόµενου αυτών. 


Πρόταση 19.45. Οι πίνακες Α και Β εἶναι αυτισιρἐψιµοι αυ και µόνο 
αυτογινὀμευότους ΔΒ αυτιστρέφεται. ΕπιπΏἐου εἰναι(ΑΒ) ΙΞ Β 1Α:]. 


Απόδειξη. Ο πίνακας ΑΒ αντιστρέφεται αν και μόνο αν |ΙΑΒΙ -ε 0. 
Έχουμε τότε ισοδύναμα: 


ΙΑΒΙ 40 35 
ΔΙ. Β] 0 δ 
ΙΑ. 6Οκαι]β/θο 


Α και Β αντιστρέψιµοι 
Επίσης είναι ΑΒΒ ΙΑ Ξ ΑΙΑ  ΞἶκαιΒ  ΑΙΑΕΞΕ ΠΕΞΙ. ἩἨπ 


Παρατήρηση 19.46. ΑνεπιπΏέου οιπίνακες Α και Β αυτιµετατίθευται, 
δηΛαδή ΑΒ Ξ ΒΑ, τότε ισχύει(ΑΒ).! Ξ ΑΒ) αφού εἶναι(ΑΒ):! Ξ 
(ΒΑ): Ξ Α:ΙΒ:Ι. Επίσης και οι αυτίσιροφοι πίνακες των Α και Β 
αυτιμετατίδευται, δηῃαδή ΑΒ Ξ Β ΙΑ:ὶ, αφού(ΑΒ) 1 Ξ (ΒΑ):'. 





Παρατήρηση 19.47. Αυ ο πίνακας Α αυτιστρέφεται ευώ ο ΑΒ ὀχι, 
τότε και ο πίνακας Β ΔΕΝ αυτιστρέφεται, γιατί αυ ήταυ αυτιστρέψιµος 
Όα ήταν αυτιστρέψιµος και ο ΑΒ, που εἶναι ἀτοπο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 19. ΠΙΝΑΚΕΣ 





Πρόταση 19.48. Εστω Α, Β τετραγωνικοί πίνακες. Αυ ΑΒ Ξ ΒΑ τότε 
ΑΡ) ΞΑ"Β"μεπελΝ. 


Απόδειξη. Για πι Ξ 1 ισχύει, και έστω ότι ισχύει για τυχαίοπι εν µε 
πΣ 1. Θα δείξουμε ότι ισχύει 


(ΑΒ)331 ὃς ΑΠΤΤΙΡΊΤΙ 
Είναι 


(ΑΒ)31 -- Α(ΒΑ)(ΒΑ).: (ΒΑ) Β 
π όροι 
- Α(ΒΑ)'Β 
- Α(ΑΒ)"Β 
- ΑΑ"Β"Β 
.- ΑΤΤΤΡΙΛΙ 


Ισχυρισμός 19.49. Αυ(ΑΒ)" Ξ ΑΒ" µεπε Ν τὀτε ΑΒ Ξ ΒΑ. 


ς : 1 1 
Αντιπαράδειγµα 19.50. Έστω οι πίνακες ΑΞ- | 0 9 καιβΒβΞ ᾗ η 


0 
Έχουμε τότε (ΑΒ)” - ΑΕ’ - ΟενώδΒ- | ας 


ΑΒ ΠΕ ΒΑ. 


1 
| και ΒΑ - Ο, δηλαδή 


Παρατήρηση 19.51. Αυτο συµθαίνει γιατί οι πίνακες Α και Β ΔΕΝ 
είναι αυτιστρέψιµοι, αφού |ΑΙ/Ξ ΙΒ - 0. 
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Μέρος {ΙΙ 


ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 


Παράρτημα Α΄ 


ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΟΓΗ 


Αρχή του Ελαχίστου : ᾿ 


Κάθε µη κενό υποσύνολο 5 τῶν φυσικών αριθμών έχει ελάχιστο 
στοιχείο. 
Δηλαδή, υπάρχει α Εε Φτέτοιο ώστε ας 5Υιακάθεςε;δ. 


Αρχή της Επαγωγής : 
Έστω ένα σύνολο 56 Ντο οποίο ικανοποιεί τις παρακάτω 1δι- 
ότητες: 


1. Ο αριθµός 1 ανήκει στο 5. 
2. Ανπε δτότεπ ε]Ι εἰ. 


Τότε έχουµε 5Ξ Ν. 


Πρόταση Α’.1. Η Αρχή του Εβαχίστου καιη Αρχή της Επαγωγής εἶναι 
Λογικά ισοδύναμες προτάσεις. 


Απόδειξη. . 

Ευθύ: Θα αποδείξουμε την Αρχή της Ἐπαγωγής µε βάση την Αρχή 
του Ελαχίστου. 

Έστω σύνολο.5ς Ν που ικανοποιεί τις υποθέσεις της Αρχής της Επτα- 
γωγής, και το συμπλήρωμα αυτού, το σύνολο ΝΛ5 Ξ {οι φυσικοί π ὅ 





1Είναι γνωστή και σαν Αρχή της Καλής Διάταξης (1ε]]-Οτάετίπρ ΡηϊπςίρΙε) 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α’. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ 


9). Αν υποθέσουμε ότι 5 ᾷ Μ, το σύνολο ΝῃΛ.5 είναι µη κενό. Τότε, 
σύμφωνα µε την Αρχή του Ελαχίστου, το ΧλΙ5 έχει ελάχιστο στοιχείο, 
έσω α. Όμως] εἰ595 1 6 ΝΑ, οπότε α Σ 1 και επειδη α εἶναι 
το ελάχιστο στοιχείο του ΝΑ, έχουµε α- 1 εδ. Οπότε από τη (β3 
υπόθεση της Αρχής της Επαγωγής ισχύει ότι 


(α- 1) Ε1εδ (Α’. 1) 
αεδ (Α.9) 


Άτοπο, αφού το α ανήκει στο συμπλήρωμα του 5. Άρα το σύνολο ἵΝλ5 
είναι κενό, οπότε 5 Ν, 

Αντίστροφο: Θα αποδείξουμε την Αρχή του Ελαχίστου µε βάση την 
Αρχή της Επαγωγής. 

Έστω µη κενό σύνολο .5ς Ντο οποίο ας υποθέσουμε ότι δεν έχει 
ελάχιστο στοιχείο. Αφού το 5 είναι υποσύνολο τῶν φυσικών, υπάρ- 
χει ένα σύνολο φυσικών, ἑστω Α, τέτοιο ὡστε να περιέχει όλους τους 
φυσικούς που είναι μικρότεροι σπό όλα τα στοιχεία του 5. Άρατο 1 
ανήκει στο Α. γιατί αλλιώς Όα ήταν το ελάχιστο στοιχείο του .5. Έστω 
ότι πι Ε Α. τὀτε για Κάθε 5 Εε Φείναιπ «5. Όμως αφού απὀ την 
υπόθεση το 5 δεν έχει ελάχιστο στοιχείο, έχουµε ότι πι -- 1 6 5, γιατί 
διαφορετικά το π -- 1 9α ήταν το ελάχιστο στοιχείο του 5, αφού το 
αμέσως προηγούὐμενό του, το πι, ανήκει στο ΑΔ. Σύµφωνα όµως µε την 
Αρχή της Επαγωγής, αφούπεΑΞ πε] ΕΑ. οπότε ΑΞ ΧΝ και άρα 
το 5 εἶναι κενό, άτοπιο. 

Ἐπιομένως, το µη κενό σύνολο 556 ἩΝ, έχει ελάχιστο στοιχείο. Π 


Πρόταση Α’.2 (Μέθοδος της Μαθηματικής Επαγωγής). Ἑστω Ρ(π) 
µια προτάση που εξαρτάται απὀ το φυσικὀ αριδµό π. Αυ υποδέσουµε 
ότι: 


1. Η πρόταση Ρ(1) αληδεύει. 


2. Για κάδεπι Σ 1]. αυ η πρόταση Ρ(1) αΏηδεύει, τότε καιη Ρ(πι-ε 1) 
αληδεύει. 


Τότε η πρὀταση Ρ(τ) αΏηθεύει για κάδεπ 2 1. 
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Απόδειξη. Θα αποδείξουμε τη Μέθοδο της Μαθηματικής Επαγωγής 
µε βάση την Αρχή του ΕΒλαχίστου. 

Έστω ότι η πρόταση ΕΡ(1) αληθεύει, και για Κάθε πι Σ 1, που η πρότα- 
ση Ρ(π) αληθεύει, τότε και η Ρίπ -Ε 1) αληθεύει. Ας υποθέσουμε ότι 
η πρόταση Ρ(π) ΔΕΝ αληθεύει για κάθε πι 2 1. Έτσι, θα υπάρχει 
Κάποιο πι για το οποίο η Ρ(Πι δεν αληθεύει, οπότε το σύνολο των 
φυσικών που αποτελείται από όλα στοιχεία για το οποία η Ρ(Π) δεν 
αληθεύει, ἐστῶ Α, είναι μη κενό. Σύμφωνα µε την Αρχή του Ελα- 
χίστου, αυτό το σύνολο Θα έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω α. Άρα Ρ(α) 
δεν αληθεύει, και Ρ(π) αληθεύει για κάθεπ « α. 

Το α δε μπορεί να είναι το 1, γιατίτο Ρ(1) αληθεύει από την υπόθεση. 
Οπότε α Σ 1. Έτσι α-- 1 6 Α, και άρα η πρόταση Ρ(α -- 1) είναι αλη- 
θής. Αλλά από την υπόθεση, έχουµε ότι και η Ρ[(ία -- 1) -- 1] - Ρί(α) 
πρέπει να είναι αληθής, άτοπο. 

Άρα η πρόταση Ρ(π) αληθεύει για κάθεπ 21. Π 
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Παράρτημα Β΄ 


ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΣΣ(2ΡΕΥΣΗΣ ΚΑΙ 
ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ 


Πρόταση Β’.1. ᾽ Μια υπακοβουδία της ακοΏουδίας αι συγκΛίνει στο 
χ αυ και µόνο αυ το χ είναι σηµείο συσσώρευσης της ακοβουδίας απ. 


Όμως για κάθε φραγμένη ακολουθία, υπάρχει πάντα µία του- 
λάχιστον υπακολουθία αυτής που συγκλίνει. Άρα έχουµετο εξής: 


Θεώρημα Β’.2 (Θεώρημα Βοἰἱζαπο-ΜεἰεΓγδίταδς για ακολουθίες.). Κάδε 
φραγμέυη ακοβουδία, ἑχει ένα τουΏἀχιστου σηµείο συσσώρευσης. 


Πρόταση Β’.3. ” Το στοιχείο χ εἶναι σηµείο συσσώρευσης ευόὸς συνόΒου 
Α. αυ καιµόνο αν υπάρχει ακοβουδία απ στοιχείων του Α. διαφορετικών 
ανά δύο. που συγκβᾖίνει στο κ. 


Σημαντικό είναι επίσης να γνωρίζουμε ότι: 
Πόρισμα ΕΒ’.4. Για κάδε σηµείο συσσώρευσης ευὸς συνόῄΠου Α. υπάἀρ- 


χουν ἀπειρα (τοΏάχιστου αριδµήσιµα) το πΏήδος, διάφορα μεταξύτους, 
σηµεία του Α, που αυήκουν σε µια περιοχή του σημείου συσσώρευσης. 





Ἰβλέπε 15, σελ.52. 
Ἀβλέπε 15, σελ.83-84. 


219 


ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β’. ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΣΣΩΡΕΥΣΗΣ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 


Ἡ απειρία των σημείων ενός συνόλου εἶναι αναγκαία μόνο συν- 
θήκη για να έχει αυτό το σύνολο σηµεία συσσώρευσης. Για παράδειγ- 
μα το σύνολο των φυσικών αριθμών, έχει άπειρα σηµεία χωρίς κανένα 
σηµείο συσσώρευσης. Αν επιπλέον το σύνολο είναι και φραγµένο, τότε 
έχουµε καιτην ικανή συνθήκη, δηλαδή: 


Θεώρημα ΕΒΕ’. (Θεώρημα Βο]Ζζαπο-Μεϊετδίταξς για σύνολα.). Κάδε 
φραγμέυνο καιµε ἀπειρο πῃήδος σημείων σύνοῇο, ἑχει ἑνα τουβάχιστου 
σηµείο συσσώρευσης. 


1. Μια ακολουθία συγκλίνει αν 


ο είναι φραγµένη 
και 


9 έχει ΈΝΑ ΜΟΝΟ σηµείο συσσώρευσης. 


Ἐπιομένως συγκλίνει σε αυτό το σηµείο συσσώρευσης. 
Αυτό προκύπτει από τον ορισμό της σύγκλισης ακολουθίας και 
ατιο τον ορισμό του σημείου συσσώρευσης.» 


2. Μια ακολουθία έχει σηµείο συσσώρευσης αν 


9 το σύνολο τιµών της, έχει σηµείο συσσώρευσης 
ή 

ο υπάρχει τιµή της, που την παρουσιάζει άπειρες φορές. 
Παράδειγμα ΕΒ’.6. ΄ Η ακολουθία αν, Ξ (--1)” έχει σύνολο τιμών το 
σύνολο {--1, 1) που περιέχει δύο μόνο τιµές. Άρα το σύνολο τιμών 
ΔΕΝ έχει σηµείο συσσώρευσης. 
Όμως οι τιμές -] και 1 παρουσιάζονται άπειρες φορές από την ακο- 
λουθία, οπότε η απ έχει δύο σηµεία συσσώρευσης. Έτσι βλέπουμε 
ότι παρόλο που το σύνολο τιμών ΔΕΝ έχει σηµείο συσσώρευσης, η 
ακολουθία έχει και μάλιστα δύο. 
Άρα η απ εἶναι φραγµένη αλλά µε δύο σηµεία συσσώρευσης, οπότε 
ΔΕ συγκλίνει. 





Άγια απόδειξη βλέτιε 21, σελ.1559. 
αΒλέπε το [4] στη σελ.45 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 1ο: 
Αν το χ εἶναι σηµείο συσσώρευσης µιας ακολουθίας απ δε σηµαίνει α- 
παραίτητα ότι είναι σηµείο συσσώρευσης και του συνόλου τιµών της. ὃ 


Παράδειγμα Β’.7. Ἡ ακολουθία 


υ. Ἅ 
ἵρ νο) 


..- 1, π περατός ῖ 1 
ο ο) 14”..6 


, πι άρτιος 
έχει δύο σηµεία συσσώρευσης, τα Ο και 1. Όμωςτο σύνολο τιμών της 
ακολουθίας, είναι το 
1 11 

(, σον πο στ.» 
2 4 6 
και έχει σηµείο συσσώρευσης µόνο το 0. 
Άρα η απ εἶναι φραγµένη αλλά µε δύο σηµεία συσσώρευσης, οπότε 
ΔΕ συγκλίνει. 


ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 2ο: 
Ένα σηµείο συσσώρευσης αχςο µιας ακολουθίας απ εἶναι και σηµείο 
συσσώρευσης του συνόλου τιμών αυτής, αν και μόνο αν, υπάρχει 
υπακολουθία της ακολουθίας αμ, µε όρους διάφορους ανά δύο, που 
συγκλίνει στο σηµείο συσσώρευσης κο. 


3) 


Παράδειγμα Β’.8. Ἡ ακολουθία 


1, πΞΟ2Κκ-1 
Ξ- ι Ξ(1.2,1,4,1,6.... 
. αν ξοι ί να 
ότου Κ θετικός ακέραιος, έχει ένα μόνο σηµείο συσσώρευσης, το 1, 

ενώ το σύνολο τιμών της ακολουθίας κανένα. 
Ἡ ακολουθία απ ΔΕΝ είναι φραγµένη και έχει ένα μόνο σηµείο συσ- 
σώρευσης, και άρα αποκλίνει. 


ΣΥΜΠΤΠΙΕΡΑΣΜΑ 9ο: 
Το σύνολο των σημείων συσσώρευσης του συνόλου τιμών µιας ακο- 
λουθίας είναι υποσύνολο του συνόλου των σημείων συσσώρευσης της 
ακολουθίας.» 





ὄῬλέπετο [15] στη σελ.δ8, καθώς καιτο [21] στη σελ.151. 
8Για απόδειξη βλέπε 21, σελ.150. 
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Παράρτημα Τ΄ 


ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΟΓΟΥ 


Πρόθλημµα Γ’.1. Δίνεται η συνάρτηση / που είναι παραγωγίσιµη στο 
διάστηµα Ὦ ς Ἱ. Στο τυχαίο σηµείο χο Εε ΓΡ είναι 


ΓαοΞαεξ 
Όμως από τον ορισμό της παραγώγου, έχουµε 


μυ ο ος 
χω Χ- Χρ ο 


και µε εφαρµογή του κανόνα Ώε 1 /Ἠοβρίία[ έχου]ε 
0ο) Ξ μπι 
οπότε 
(ο) Ξ Μπι Ξαεξ 
Αν όμως το μα }΄9) υπάρχει και είναι πραγματικός αριθµός, η Ε΄ (α) 


είναι συνεχής στο χο ΕΓ. 


Άτοπιο, γιατί υπάρχουν συναρτήσεις µε ΑΣΥΝΕΧΗ παράγωγο. ! 





α1Επίσης από το Θ. Ώκατροιικ συνάγεται ότι δεν υτάρχουν συναρτήσεις µε πα- 
ράγωγο που έχει αιρόµενη ασυνέχεια ή πηδήµατα. Ἡ παράγωγος είτε Όα είναι 
συνεχής είτε Θα έχει ουσιώδη ασυνέχεια (2ου είδους). Βλέπε [12], σελ.25δ. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Τ’. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 


Για τη συνάρτηση 


2 οἩ 1 
ο Χχ π(1), Χο 
0, ΧΞΟ 

του παραδείγματος 9.29 στη σελ. 144, βλέπουμε ότι δεν υπάρχει το 
μπι Γ΄) και άρα η Γ’ παρουσιάζει ουσιώδη ασυνέχεια στο ΧΞ 0. 
Όμως η /Γ (0) υπάρχει και ισούται µε μηδέν ! 
Οπότε, αν υπάρχει η Γ(αρ) δε σηµαίνει απαραίτητα ότι υπάρχει και 
το Ππι Γ’(α), γιατί τότε 9α είχαμε οπωσδήποτε την {Γ΄(κ) συνεχή στο 

Χ-ὸ»Χχρ 
χο, πράγμα άτοπο, αφού υπάρχουν συναρτήσεις µε µη συνεχή τια- 
ράγωγο. Επίσης οὖτε το αντίστροφο ισχύει. Δηλαδή, αν υπάρχει το 
Ἡπι Γ΄(α), δε συνεπάγεται ότι υπάρχει και η Γ΄(αο). Απαραίτητη πτρο- 
Χ-ὸ»Χο 
ὑπιόθεση για να έχουµε αυτό το συμπέρασμα εἶναι η συνέχεια της { 
και ειδικά στο χο. 
Ισχύει το εξής: 
Πόρισμα Γ’.2. ” Δυη / είναι συνεχής στο διάστηµα Ὦ και παραγωγίσι- 
µη στο ΓΑ {χο} και υπἀρχει το πι Γ’(κ), τότε υπἀρχει και η Γ (κο) και 

Χ-ὸ»Χχρ 
εἶναι Ίπι { () Ξ Ε). 
Χ-ὸ»Χο 
Είναι αδύνατο για τη συνεχή Γ να υπάρχειτο πι Γ΄(«) καινα µην 
Χ-ὸ»Χο 


είναι ίσο µε [’(αρ). Δηλαδή η Γ’(α) 9α είναι συνεχής στο αο. 
Επίσης ισχύει το παρακάτω: 
Πόρισμα Γ’.9. Ὁ Αυ η Γ΄(«) υπάρχει στο διάστηµα [α, Ρ], τότε η (α) 
δε µπορεί να ἐχει πεπερασμένα πηδήµατα στο [α. Ρ]. 

Η Γ παρουσιάζει πεπερασμένο πήδημα ΄ στο χο, αν τόσο το αριστε- 
ρό όσο και το δεξιό όριο της Γ στο χο υπάρχει στο Κ και είναι διάφορα 
μεταξύ τους, δηλαδή 


Ίπι [ο  Ἠπι Γο9 
Χ-»Χο Χ-ὸ»ΧΟ 





ἈΒλέτιε 17, πόρισμα 18.24. 
Ἀβλέπε [4], σελ.160, ασις.15 
αῬλέπε [4], σελ.122 
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Άρα η {(κ) ἡ Θα είναι συνεχής ή Όα εἶναι ασυνεχής µε ουσιώδη 
ασυνέχεια. ὃ 

Απαντάμε ἐτσι και στο ερώτημα: 

Είναι σωστό να υπολογίζουμε την [’(α) στο χο όπου αλλάζει ο τύπος 
της Γ χωρίς τη χρήση του ορισμού της παραγώγου, δηλαδή χωρίς 


ο (ο) --{(αο) 
τον υπολογισμό του Επι -ἵἕ- αλλά να υπολογίζουμε µόνο το 


χο «ΚΧ---χρ 
πι [0 
Χ-ὸ»χο 
Απάντηση: 
Όχι, γιατί αν δεν υπάρχει το πι [(α), δεν έχουµε απαραίτητα και 
Χ-ὸ»Χο 
τη µη ύπαρξη της παραγώγου Γ(αρ). Απλά µπορεί να σηµαίνει ότι 
η Γ΄ (α) είναι ασυνεχἠς στο χο. Αν όµως υπάρχει το Ιίπι [’(α) και η 
Χ-ὸ»χο 
είναι συνεχής στο αρ, τότε είναι και η Γ΄ συνεχής στο χο. 
Ἡ συνάρτηση 
Χ, χςκο 
ΧΕΙ, χο 


“0 Ξ 
του παραδείγματος 9.27 στη σελ. 144, παρά το ότι έχει πι Γαξι 
ενώ η /Γ’(0) δεν υτιάρχει, δεν έρχεται σε αντίφαση µε τα προηγούµε- 


να, γιατί δεν είναι συνεχής στο μηδέν. Έτσι δεν έχει εφαρµογή το 
πόρισμα Γ’.2 στη σελ. 224. 





ὄῬλέπε [16], σελ.108,104, 106 
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